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Annotatsiya. Ushbu maqolada J-qgo ‘shma umumlashgan Fridirixs modeli
operatorining spektral xossalari o ‘rganilgan. Gilbert fazosida 2 %2 blok matritsali
operator garaladi. Operatorning J-o z-o ziga qo ‘shmalik shartlari aniglangan.
Veyl teoremasi yordamida operatorning muhim spektri topilgan. Shuningdek,
operatorning xos qiymatlari Fredgolm determinanti nollari bilan bog ‘ligligi
ko ‘rsatilgan.

Kalit so“zlar. Fridirixs modeli, J-go ‘shma operator, spektr, muhim spektr,
X0s giymat, Fredgolm determinant.

Abstract. This paper investigates the spectral properties of a J-self-adjoint
generalized Friedrichs model operator. A 22 block matrix operator is considered
in a Hilbert space. The conditions for the J-self-adjointness of the operator are
determined. The essential spectrum of the operator is found using Weyl's theorem.
Furthermore, the relationship between the eigenvalues of the operator and the
zeros of the Fredholm determinant is shown.

Key words. Friedrichs model, J-self-adjoint operator, spectrum, essential
spectrum, eigenvalue, Fredholm determinant.

Annomayus. B cmamve uccneoyiomcs cnekmpanvhble  CBOUCMBA

onepamopa  0000WeHHOU  MoOenu Dpudpuxca,  AeLAOUE20CA J-
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CAMOCONPACEHHbIM. B cunvbbepmosom npocmpauncmee  paccmampusaemcs
onounvii  onepamop 2x2. Onpedenenvl Yclo8us J-camoconpsaiceHHocmu
onepamopa. CyujecmeenHblli cCnekmp onepamopa HauoeH ¢ NoOMOwbio meopembl
Beitina. Taxoice noxkazana c6a3b coOCMBEHHbIX 3HAYEHUL ONepamopa ¢ HYIIMU
onpedenumerns Ppedeonvma.

Kniwueevie cnosa. Mooenv @pudpuxca, J-camoconpsdiceHHbll onepamop,
CHeKmp, CYWeCmMEeHHblll CNneKmp, coOCm8eHHoe 3HauyeHue, Onpeoerumeldy

Dpeoeonvma.

Kirish. Fridirixs modeli kvant mexanikasi, targalish nazariyasi va boshqa
sohalarda keng qo‘llaniladigan muhim matematik obyektlardan biridir. Ushbu
model oddiy tuzilishga ega bo‘lishiga garamay, ko‘plab murakkab fizik hodisalarni
tavsiflash imkonini beradi. Keyingi vyillarda Fridirixs modelining turli
umumlashmalari, jumladan, J-qo‘shma operatorlar bilan bog‘liq bo‘lgan hollari
faol o‘rganilmoqda. Bunday operatorlar ishorasi aniqlanmagan metrikali fazolarda
fizik sistemalarni tavsiflashda paydo bo‘ladi. Quyida J-qo‘shma umumlashgan
Fridirixs modelining spektral xususiyatlari tahlil gilishga harakat gilamiz.

Bevosita asosiy qismga o’tish oldidan J-o‘z-o‘ziga qo‘shma operator
tushunchasini eslatib o’tishni joiz topdik.

Ta’rif. Faraz qilaylik, H = H; @ H, Gilbert fazo va

/= ((I) —01) @

operator berilgan bo’lgan. Agar H gilbert fazosida zich bo’lgan A chiziqli operator
uchun JA operator H da o‘z-o‘ziga qo‘shma bo’lsa, u holda A operatorga J-o°z-
o‘ziga qo‘shma operator deyiladi.

Faraz qilaylik, T%=[-m;n]%— d o‘lchamli kub, L,(T%)—T% da
aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda kompleks giymatli)

funksiyalarning Gilbert fazosi, C esa bir o‘lchamli kompleks fazo bo‘Isin.
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Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

HO = C,
H, = Lz(Td)}
H == HO@Hl .

H Gilbert fazoda Fok fazosining qirqilgan ikki zarrachali qism fazosi deyiladi.

H Gilbert fazisida quyidagi

h h
B = ( 00 01) 9
ho hax @
2 X 2 blok matritsali operatorni garaymiz. Ushbu operator umumlashgan Fridirixs
modeli deyiladi.
Bu yerda:

hl]H] —>Hi, l,]= 0,1
operatorlar ushbu tengliklar orqali ta’sir giladi :

(hoofo)o = afo;

(ho1fy)o = f v(Of, (Ddt ;

Td
(h10f0)1(x) = v(x)fo(x)
(h11f1)1(x) = u(x)f1(x) ;

Bunda f; € H; , i = 0,1, a — fiksirlangan haqiqiy son (a € R), u(x) esa T¢ da
aniqlangan haqiqiy qiymatli uzluksiz funksiyadir.

Endi h operatorning J-o‘z-o0°‘ziga qo‘shma ekanligini ham tekshiramiz.
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Quyidagi ko‘rinishda berilgan J operatorni olaylik:

_(ly O )
=05 2
Bu yerda I, H, dagi birlik operator, I; esa H; dagi birlik operator.
Biz (Jh)* = Jh ekanligini tekshirishimiz kerak.

Jh operatorini hisoblaymiz:
Jh = (Io 0 )(hoo ho1) _ ( hoo  ho1 )
0 —Ii/\hyy hyy —hio —his

h)* = < 80 1*0 )
(] ) hOl _hll

Endi ushbu

(hao _(h10)*) _ ( hoo  ho1 )
hor  —hiq —hio —his

tenglikning bajarilishini tekshiramiz.
1. hgy = hyo ning o‘rinli ekanligi a € R ekanligidan o0°z-o‘zidan kelib chiqadi.
2. hi; = hy; shartni H; fazodan ixtiyoriy f; element olib tekshiramiz:

Ushbu

(hi1f1)1(x) = (hy1f1)1(x) = mﬂ(x) = u(x)f7(x)

tenglik u(x) ning haqiqiy qiymatli funksiya ekanligidan, barcha f; € L,(T%)

uchun bajariladi.

3. hy; = —hy, shartni H, fazodan ixtiyoriy f,, element olib tekshiramiz:

(h01*f0)1 (x) = (—hyofo)1 (%)
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mfo (x) = —v(x)fo(x)

Bu tenglik barcha f; € C larda bajarilishi uchun v(x) = —v(x), ya’ni v(x)
funksiya sof mavhum qiymatli funksiya bo‘lishi kerak.

4. v(x) funksiya sof mavhum gqiymatli funksiya bo‘lganida —(hqo)* = hyq

shartning ham bajarilishini ko‘rsatish qiyin emas.

Demak, wv(x) funksiya sof mavhum qiymatli funksiya bo‘lganda

umumlashgan Fridirixs modeli operatori h J-0‘z-0°ziga qo‘shma operator bo‘ladi.

Ushbu

h h
B = < 00 o1)
hio his

operatorli matritsaning muhim spektrini aniglash maqsadida H = H,@®H,
Gilbert fazosida

hO:H_>H

0 0
ho = (o h11)

qo‘zg‘almas operator

wi=h—hy= (2(1)3 h001>

qo‘zg‘alish operatoriA,B: H - H ,A=A",B=B" Agar AvaB — kompakt

operatorlar bo‘lsa,
Ogss(A + B) = 0p55(A)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Kompakt operatorning xossasiga ko‘ra, agar kompakt operator chizigli

chegaralangan bo‘lsa u chekli o‘lchamli bo‘ladi.

Endi w uchun dim Imw = 2 bo‘lishini ko‘rsatamiz.

o = (too ot _ afy+ [ v©f @de
hoq Td
o1fo v ()
Imw = {(a,v(x)b):a,b € C}
f® =10, P =(1,v(x))

af ® +BFP = (a,fv(0)) =0 = a=0,§=0 = fO, @ —chizigi
bog‘langan ekanligi kelib chigadi.

Ixtiyoriy f € Imw = f = (a,v(x)b) = a(1,0) + b(0,v(x)) = af P + bf? =
dimlmw =2 =
w — 2 o‘lchamli operator bundan w —kompakt ekanligi kelib chigadi.
Veyl teoremasidan
Tess(h) = O¢ss(ho + W) = Tess(ho)
a(h) = {0} U Gess(ho)

ko‘paytirish operatori spektri funksiya qiymatlar to‘plamining yopig‘iga teng,

ya’'ni:
Oess(hy1) = Imu(x) = [m, M]
m := min u(x)
M = maxu(x)
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[m, M] = 0.5s(h)

C\ [m, M] sohada regular bo‘lgan

B lv(t)]?dt
Az)=a—z+ m
Td

funksiyani qaraymiz.

Odatda A(*) funksiyaga h umumlashgan Fridrix modeliga mos Fredgolm
determinant deyiladi. Quyidagi lemma h operator xos qiymatlari va A(:)

funksiyaning nollari orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.
Lemma. z € C\ [m: M] soni h operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun
A(z) =0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot: Faraz qilaylik z soni h operator uchun xos qiymat vava f = (fy, f1) €
H bu xos qiymatga mos xos vektor funksiya berilgan bo‘lsin, unday bo‘lsa f =

(fo, f1) vektor ushbu hf = zf shartni qanoatlantiradi.

Yuqoridagi shartni ushbu ko‘rinishda ham yozish mumkin.

(a—2fy+ ] (O (D)de
v + @) — Df(E) = 0

(3)

z € C\ [m: M] bo‘lganligi uchun barcha x € T lar uchun u(x) — z # 0 bo‘ladi.
Chunki z u(x) ning giymatlar to‘plamidan olinmagan.

(3) Tenglamalar sistemasining 2-tenglamasidagi f; (x) uchun
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—v(X)fo

u(x) —z

filx) = (4)

ifodani topamiz. f;(x) uchun topilgan yuqoridagi (4) ifodani (3) tenglamalar

sistemasining 1-tenglamasiga qo‘yamiz va quyidagi

—v(x)fo

oo )dt=0

(a=fy + [0 (520

yoki

lv(t)|%dt
<a —Z+ m) fO =0
A2)fo =0 ()

ifodalarni hosil gilamiz.

Agar (5) tenglikda f, = 0 bo‘lsa, u holda (4) tenglikka ko‘ra, f;(x) =0
bo‘ladi, ya’ni f = (fy, f;) = 0 bo‘ladi. Buesa f = (fy, f1) vektorning xos vektor
funksiya talabiga zid keladi. Shu sababdan A(z) = 0 bo‘ladi.

Faraz qilaylik, z, € C\ [m: M] soni uchun A(z,) =0 bo‘lsin. U holda

koordinatalari

fo = const # 0 va f;(x) = —v®Dfo (6)

u(x)—z

bo‘lgan f = (fy, f1) vektor hf = z,f tenglikni qanoatlantirishini tekshirib

ko‘ramiz.
Tenglikka eltib qo‘yamiz.

—v(*)fo

(a=zfo + [ v(0) (T2

)dt=0
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Zd B
<a —Zy t+ %)fo =v(x)fo + (u(x) _ZO)M

u(x) — z,

=v()fo —v(x)fo =0

Yugqoridagi tenglikdan xulosa qilishimiz mumkinki z, soni h operator uchun

xos qiymat bo‘ladi.

Xulosa. Ushbu magolada umumlashgan Fridirixs modelining J-qo‘shma holi
uchun spektral tahlilning ba'zi jihatlari ko‘rib chigildi. Operatorning J-o‘z-o0‘ziga
qgo‘shmalik shartlari v(x) funksiyasining sof mavhum bo‘lishini talab qilishi
ko‘rsatildi. Veyl teoremasi yordamida operatorning muhim spektri [m,M]
kesmadan iborat ekanligi aniglandi. Muhim spektrdan tashgaridagi xos giymatlar

Fredgolm determinanti A(z) ning nollari bilan ustma-ust tushishi isbotlandi.

Olingan natijalar J-qo‘shma operatorlar nazariyasini rivojlantirishda va ularning
tatbiglarini o‘rganishda foydali bo‘lishi mumkin. Kelgusida ushbu model uchun
tarqalish masalasini o‘rganish va spektrning batafsilroq tahlilini o‘tkazish

rejalashtirilgan.
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