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 В ОДНОМ  КЛАССЕ СЮРЬЕКТИВНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА S3. 

Х.Ж.Мейлиев 

Университет экономики и педагогики 

 

Анотация.Любой сюрьективный квадратичный оператор 

определенный на симплексе 3S , соответствует некоторому само 

совмещению 24,1, =ll . 

Квадратичный оператор, определенный на симплексе 3S , сюрьективен 

тогда и только тогда, когда он биективен. 

Ключевые слова. сюрьективный, квадратичный, оператор, симплекс, 

гомеоморфизмом. биективен.. само совмещения, тетраэдр, преобразования, 

группа, вершина, перемещение, выпуклая, линейная, комбинация, 

композициея. 

Введение 

В статье исследуются следующие задачи, связанные с изучением 

сюръективных квадратичных операторов: ( ) 11 −− = nn SSV  где 1−nS   симплекс и V- 

квадратичный оператор, определенный  на 1−nS . На  
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4321

3 1;4,1,0:,,,
l

ll xlxxxxxS  произвольный квадратичный оператор 

V, заданный следующим образом 
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jl
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Однозначно определяется следующей матрицей 
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 где 10 ,  kjlp . 

Мы определим 24 класса сюрьективных квадратичных операторов и 

докажем, что они исчерпывают все множество сюрьективных квадратичных 

операторов. Для описания этих классов воспользуемся хорошо известными 

группами само совмещений правильных многогранников [1], так как 3S  

является правильным тетраэдром. 

Заметим, что под само совмещением понимается перемещение, т.е. 

преобразование, сохраняющее метрику. Группа само совмещений тетраэдра 

в 3R  состоит из 12 элементов. Но мы рассматриваем симплекс в 4R  тогда 

несложно показать, что группа само совмещений тетраэдра, G в 4R  состоит 

из группы всех перестановок вершин этого тетраэдра т.е.  24

1=
=

llG   

Будем говорить, что квадратичный оператор V, определенный на 

симплексе 3S , соответствует некоторому само совмещению l , если V 

переводит вершины симплекса 3S  в вершины и ребра симплекса в ребра 

таким же образом, как само совмещение 24,1, =ll . 

1 .Сюрьективный квадратичный оператор 

Докажем, что любой сюрьективный квадратичный оператор 

соответствует некоторому само совмещению. 

Теорема 1. Любой сюрьективный квадратичный оператор, 

определенный на симплексе 3S , соответствует некоторому само совмещению 

24,1, =ll . 

Доказательство теоремы 1 сведем к доказательству следующих трех 

лемм. 
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Лемма 1. Пусть V-сюрьективный квадратичный оператор. Тогда 

никакая внутренняя точка симплекса 3S  не может перейти при отображении 

V в одну из вершин симплекса. 

Доказательство. Пусть ( ) 3

4321 ,,, IntSxxxxA =  и ( ) lAAV =  для некоторого 

4,3,2,1=l   где lA  вершины. Рассмотрим случай 1=l   (остальные случаи 

рассматриваются точно так же). Из равенства ( ) lAAV =  следует, что  
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И 

т.к. 04321 xxxx , то отсюда следует, что  

4,3,20

11111111111

===========
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Тогда для любой точки ( ) 1

3 , AAVSA = , т.е. ( ) 1

3 ASV =  что 

противоречит его сюрьективности.  

Лемма 2. Пусть V сюрьективный квадратичный оператор. Тогда  

никакая внутренняя точка симплекса  3S не может перейти при перемещение 

V в граничную точку симплекса. 

Доказательство. Пусть ( ) 3

4321 ,,, IntSxxxxA = , т.е. 04321 xxxx . 

Положим для определенности, что ( )  43, AAAV   тогда из равенства 
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Тогда для любой точки 3SA  получим ( )  43, AAAV   т.е. ( )  43

3 , AASV  , 

что противоречит сюрьективности. 
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Лемма 3. Пусть V- сурьективный квадратичный оператор. Тогда 

никакая граничная точка, отличная от вершин, не может перейти при 

отображении V в одну из вершин симплекса. 

Доказательство. Пусть ( ) 4,3,2,1,,,,, 3

4321 == lAASxxxxA l
 и 

предложим для определенности  41, AAA . Мы должны доказать, что 

( ) 4,3,2,1, = lAAV l . Предложим противное и пусть для определенности 

( ) 1AAV = . Тогда  
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откуда 01111111111 ========== dcba , 4,3,2=l . 

 

Следовательно, для любой точки  41, AAA , ( ) 1AAV = , т.е. 

 ( ) 141, AAAV =  что, как легко видеть, противоречит сюрьективности. 

Доказательство теоремы 1. В силу лемм 1-3 сюрьективный 

квадратичный оператор переводит вершины симплекса в вершины и ребра в 

ребра, т.е. сюрьективному квадратичному оператору соответствует 

некоторое само совмещение 24,1, =ll . 

2 .Обсуждение и. результаты 

Определим теперь, какого вида квадратичные операторы соответствуют 

каждому само совмещению правильного тетраэдра. 

Начнем с тождественного само совмещения 1 . Квадратичный оператор 

V, соответствующий этому само совмещению, должен удовлетворять 

следующим условиям: ( ) 4,3,2,1, == lAAV ll  и также 

 ( )    ( )    ( )  
 ( )    ( )    ( )  434342423232

414131312121

,,,,,,,,

,,,,,,,,

AAAAVAAAAVAAAAV

AAAAVAAAAVAAAAV

===

===
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Если переписать эти условия с помощью теоремы 1, учитывая, что 

( ) ( ) ( ) ( )1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1 4321 AAAA  то получим следующие соотношения: 

1000

0100
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3,443,333,223,11

2,442,332,222,11

1,441,331,221,11

====

====

====

====

PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

   (2) 

Теперь, так как произвольная точка, принадлежащая ребру  21, AA  имеет 

координаты  ( )0,0,1, 11 xx −  то из  ( )  2121 ,, AAAAV =  имеем 

( ) ( )

( ) ( )114,12

2

14,22

2

14,114

113,12

2

13,22

2

13,113

1210

1210

xxPxPxPx

xxPxPxPx

−+−+==

−+−+==
 

И из (1) следует, что 02,02 4,123,12 == PP  откуда 03,12 =P , 04,12 =P ; 

аналогично из  ( )    ( )  41413131 ,,,,, AAAAVAAAAV == ,  ( )  3232 ,, AAAAV = , 

 ( )  4242 ,, AAAAV = ,  ( )  4343 ,, AAAAV = . Имеем  

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 2,234,132,343,243,142,142,131,341,241,23 ========== PPPPPPPPPP

 Таким образом, квадратичные операторы, соответствующие само 

совмещению 1 , имеют следующий вид: 

( )



















−−−

−−

−
=


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


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00010010

0000001

,,,,,1V  где  1,0,,,,,  - 

произвольные числа. 

Очевидно, что выпуклая линейная комбинация квадратичных 

операторов, соответствующих само совмещению 1 , также соответствует 

этому само совмещению. 

Покажем, что квадратичный оператор ( )2/1,2/1,2/1,2/1,2/11V  

отвечающий само совмещению 1 , совпадает с само совмещением 1 . 
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Действительно, при 2/1,,,,, =  квадратичный оператор 

( )2/1,2/1,2/1,2/1,2/1,2/11V  является тождественным оператором, т.к. 
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откуда в силу того, что 14321 =+++ xxxx , получим, что 

( )2/1,2/1,2/1,2/1,2/1,2/11V  совпадает с само совмещением 1 . 

Для квадратичных операторов класса ( ) ,,,,,1V  преобразование 

(1) принимает вид: 
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Откуда после некоторых преобразований получаем 
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   (3) 

Квадратичный оператор вида (3) относится к классу вольтеровских 

операторов. Этот класс операторов рассмотрен в [3]. В частности, для 

вольтеровских квадратичных операторов доказано, что операторы такого 

типа являются взаимно однозначными и, взаимно непрерывными 

операторами [14]. Отсюда имеем следующее. 

Предложение 1. Любой сюрьективный квадратичный оператор, 

соответствующий само совмещению 24,1, =ll , является гомеоморфизмом 

симплекса 3S . 
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Не повторяя достаточно простых выкладок, проделанных выше, 

приведем описание классов сюрьективных квадратичных операторов, 

соответствующих остальным само совмещениям 24,2, =ll . Сюрьективный 

квадратичный оператор ( ) ,,,,,lV , соответствующий само 

совмещению 1 , определяется следующим образом. 

Рассмотрим случай, когда 1 , имеет следующий вид: 

(остальные случаи рассматриваются аналогично). 
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Квадратичный оператор ( ) ,,,,,lV  само совмещениям этому само 

совмещению, имеет следующий вид: 

Само совмещению, имеет следующий вид: 
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где  1,0,,,,,  - произвольные числа[1-8]. В этом случае 

преобразование (1) принимает следующий вид: 
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Откуда после некоторых преобразований получаем 
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Нетрудно убедиться, что при 2/1======   квадратичный 

оператор (5) совпадает с само совмещением (4). аналогично в остальных 

случаях при 2/1======   квадратичный оператор ( ) ,,,,,lV  

совпадает с само совмещением 24,1, =ll . Повторяя приведенные выше 

рассуждения, можно дать описание классов сюрьективных квадратичных 

операторов, соответствующих остальным само совмещениям 24,1, =ll . 

Обозначим через lv~  совокупность всех сюрьективных квадратичных 

операторов вида ( ) ,,,,,lV , 24,1=l . 

Из построения следует 

Предложения 2. Для любого 24,1=l  выпуклая линейная комбинация 

квадратичных операторов из lv~  опять принадлежит lv~ . 

Теорема 2. Любой сюрьективный оператор является гомеоморфизмом 

симплекса 3S . 

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что произвольный 

сюрьективный квадратичный оператор принадлежит одному из классов lv~ , 

24,1=l . При 1=l  это утверждение доказано в предложении 1. 

Пусть 1l . Тогда квадратичный оператор ( ) ,,,,,lV  является 

композицией двух преобразований. 

( ) ,,,,,lV = ( )2/1,2/1,2/1,2/1,2/1,2/11V ( ) ,,,,,1V . Здесь 

оператор ( ) ,,,,,1V  является гомеоморфизмом в силу предложения 1, а 

преобразование ( )2/1,2/1,2/1,2/1,2/1,2/11V , совпадающее с само 
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совмещением l , очевидно, является гомеоморфизмом. Так как композиция 

двух гомеоморфизмов является гомеоморфизмом, то отсюда следует 

утверждение теоремы 2. 

В качестве следствия приведем следующую теорему. 

Теорема 3. Квадратичный оператор, определенный на симплексе 3S , 

сюрьективен тогда и только тогда, когда он биективен. 

Доказательство. Из рассмотренных выше случаев видно, что 

квадратичные операторы lV  из lv~  при любых  1,0,,,,,   являются 

взаимно однозначными отображениями симплекса 3S  на 3S . 

Заключение 

 

В статье исследованы сюръективных квадратичных операторов 

( ) 11 −− = nn SSV  где 1−nS   симплекс и V- квадратичный оператор, определенный  

на  

Мы определили 24 классов  сюрьективных квадратичных операторов и 

доказали, что они исчерпывают все множество сюрьективных квадратичных 

операторов.  

Мы рассмотрели симплекс в 4R  тогда несложно показали, что группа 

само совмещений тетраэдра, G в 4R  состоит из группы всех перестановок 

вершин этого тетраэдра т.е.  24

1=
=

llG   

Доказали, что 1.Квадратичный оператор V, определенный на симплексе 

3S , соответствует некоторому само совмещению l , если V переводит 

вершины симплекса 3S  в вершины и ребра симплекса в ребра таким же 

образом, как само совмещение 24,1, =ll . 

 2.Любой сюрьективный квадратичный оператор, соответствующий 

само совмещению 24,1, =ll , является гомеоморфизмом симплекса 3S . 
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3. Для любого 24,1=l  выпуклая линейная комбинация квадратичных 

операторов из lv~  опять принадлежит lv~ . 

4. Любой сюрьективный оператор является гомеоморфизмом симплекса 

3S . 

5. Квадратичный оператор, определенный на симплексе 3S , 

сюрьективен тогда и только тогда, когда он биективен[9-20]. 

 

Т.е. можно изучат все свойство сюрьективный квадратичный операторы 

определенный на симплексе 3S , с помаши 24 сюрьективных квадратичных 

операторов. 
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