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1. Метод слабой аппроксимации. Теорема сходимости метода 

слабой аппроксимации 

Для полноты изложения приведем краткое описание метода слабой 

аппроксимации и одну теорему сходимости метода. Более подробно эта 

информация изложена в [4, 5] 

В банаховом пространстве Н рассмотрим задачу Коши  

𝑑u

𝑑t
+ 𝐿(𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∋ [0, 𝑇], 𝑢 |𝑡=0 = 𝑢0,    (1.0) 

где 𝐿(𝑡) - нелинейный, вообще говоря, неограниченный оператор с 

переменной областью определения 𝐷(𝐿(𝑡)), причем при каждом 

фиксированном 𝑡 ∈ 2 [0, 𝑇] оператор 𝐿(𝑡) отображает 𝐷(𝐿(𝑡)) в Н. 

Пусть 𝐿 = ∑   𝐿𝑖,          𝑓 =  ∑  𝑓𝑖
𝑚
𝑖=1

𝑚
𝑖=1 =  ⋂  𝐷(𝐿𝑖  (𝑡))  ⊆  𝐷(𝐿(𝑡)).𝑚

𝑖=1  

 Считаем, что операторы 𝐿𝑖(𝑡) отображают 𝐷(𝐿𝑖(𝑡)) в Н функции  
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𝑓𝑖 (𝑡) ∈ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . . , 𝑚. 

Наряду с задачей (1.0) рассмотрим семейство задач, зависящих от 

параметра 𝜏 : 

𝑑𝑢𝜏

𝑑𝑡
+ 𝐿𝜏(𝑡)𝑢𝜏 = 𝑓𝜏(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑢𝜏|𝑡=0 = 𝑢0   (1,1) 

 Где 

𝐿𝜏 (𝑡) =   ∑  .

𝑚

𝑖=1

𝛼𝑖  (𝜏, 𝑡)𝐿𝑖  (𝑡),     𝑓𝜏 (𝑡) =   ∑.

𝑚

𝑖=1

𝛽𝑖  (𝜏, 𝑡)𝑓𝑖  (𝑡),      

а функции  𝛼𝑖(𝜏, 𝑡), 𝛽𝑖(𝜏, 𝑡) слабо аппроксимируют единицу, т.е. для любых     

𝑡1, 𝑡2  ∈ [0, 𝑇]  при 𝜏 → 0 

∫ (𝛼𝑖  (𝜏, 𝑡) − 1) 𝑑𝑡 → 0,
𝑡2

𝑡1
                 ∫ (𝛽𝑖  (𝜏, 𝑡) − 1)𝑑𝑡 → 0 

𝑡2

𝑡1
 

Метод решения задачи (1.0), при котором в качестве приближенных решений 

𝑢𝜏, 𝜏 > 0,  берутся решения задачи (1.1) и решение 𝑢 задачи (1.0) находится 

как предел при 𝜏 → 0, решений 𝑢𝜏(𝑢 = 𝑙𝑖𝑚𝜏→0 𝑢𝜏),  называется методом 

слабой аппроксимации ([4], [5], [6]). 

Если функции 𝛼𝑖(𝜏, 𝑡),   𝛽𝑖(𝜏, 𝑡)   выбрать в виде 𝑛 = 0,1, … … . , 𝑁 − 1,  

то в этом случае нахождение решения 𝑢𝑇 задачи (1.1) сводится к решению 

последовательности задач Коши: 

𝑢𝜏|𝑡=0 = 𝑢0  

В качестве начальных данных на этом шаге берется значение решения, 

полученного на первом дробном шаге в момент 𝑡 =
𝜏

𝑚
 .  Продолжая 

аналогичным образом, определяют решение на множествах 

((
2𝜏

𝑚
,

3𝜏

𝑚
 ] , … , (

𝑚−1)𝜏

𝑚
, 𝜏] )  Тем самым находят решение на отрезке [0, 𝜏 ]   - 

нулевом целом шаге. После этого аналогично находят решение на отрезке 

[𝜏, 2𝜏]  - первом целом шаге, затем - на отрезке [2𝜏, 3𝜏] и так далее. Через 

конечное число шагов (число это равно N) решение 𝑢𝜏 находят на отрезке 

[0, 𝑇]. Задачу (1.1) называют расщеплением задачи (1 .0). 
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Рассмотрим в полосе   Г̃[0,𝑇] = {(𝑡, 𝑥)|0 < 𝑡 < 𝑇, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 cистему 

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜑(𝑡, 𝑥, �̅�),     (1,2) 

где 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑢1(𝑡, 𝑥) … , 𝑢1(𝑡, 𝑥)), 𝜑(𝜑1, … , 𝜑1) - вектор- 

функции размерности 𝑙  

(𝑙 ≥  0).  

 �̅� = (𝑢1, … … , 𝑢𝑙 ,
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
,

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
 , … .

𝜕𝑢1

𝜕𝑥𝑛
, … .

𝜕𝑟𝑢1

𝜕𝑥1
𝑟  , … . . ,

𝜕𝑟𝑢𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝑟  ). 

Пусть 𝜑 =  ∑ 𝜑𝑖 ,𝑚
𝑖=1  𝜑𝑗 =  ∑  𝜑𝑗

𝑖 ,   𝑗 = 1, … . 𝑙 ,𝑚
𝑖=1   где 𝜑𝑖 - вектор-функции 

размерности 𝑙; 𝜑𝑖 , 𝜑𝑗
𝑖 − 𝑗 -e компоненты векторов 𝜑 и 𝜑𝑖 соответственно. 

Система 

𝜕𝑢𝜏

𝜕𝑡
= ∑ 𝑎𝑖,𝜏

𝑚
𝑖=1 (𝑡)𝜑𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏),    (1.3) 

где  

𝑛 = 0,1, … , 𝑁 − 1;  𝜏𝑁 = 𝑇    слабо аппроксимирует систему (4). 𝜑𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏) 

- некоторые аппрокси-мации вектор-функций 𝜑𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏) зависящие от 𝜏. 

Наконец, рассмотрим систему 

𝜕𝑢𝜏

𝜕𝑡
∑ 𝑎𝑖,𝜏

𝑚
𝑖=1 (𝑡)𝜑𝑖,𝜏(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏)          (1.4) 

где вектор-функции 𝜑𝑖,𝜏(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏 есть некоторые аппроксимации вектор-

функций 𝜑𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏 зависящие от 𝜏. 

Ниже будем рассматривать классические решения уравнений (1.2), 

(1.3), (1.4). Под классическими решениями уравнений (1.3) ((1.4)) мы 

понимаем функцию 𝑢𝜏 непрерывную вместе со всеми своими 

производными по пространственным переменным, которые входят в 

уравнение (1.3), в полосе Г̃[0,𝑇], обладающую кусочно-непрерывной 

производной 𝑢𝑡
𝜏  B Г̃[0,𝑇], (𝑢𝑡

𝜏) может иметь разрывы лишь на 

гиперплоскостях  
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  𝑡 = (𝑛 + 
𝑖

𝑚
) 𝜏, 𝑛 = 0,1, … … . , 𝑁 − 1, 𝜏𝑁 = 𝑇, 𝑖 = 0,1, … . , 𝑚 − 1) и 

удовлетворяющую уравнению (1.3) ((1.4)). 

Предположим, что выполняются следующие условия. 

Условие 1. Вектор-функции 𝜑𝑖  определены и непрерывны при любых 

значениях своих аргументов. Вектор-функции  𝜑𝑖,𝜏(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏 на классических 

решениях u̅τ системы уравнений (1.4) непрерывны по переменным (𝑡, х) ∈

Г̃[0,𝑇] 

Пусть {𝜏𝑘}𝑘=1
∞ (0 < 𝜏 ≤  𝜏0) - некоторая последовательность, 

сходящаяся к нулю: lim𝑘→∞𝜏𝑘 = 0. Заметим, что последовательности 

{𝜏𝑘}𝑘=1
∞  соответствует последовательность {𝑁𝑘}𝑘=1

∞ = 1 целых чисел, таких,  

что 𝜏𝑘𝑁𝑘 = 𝑇. Через 𝑢𝜏𝑘(𝑡, 𝑥) обозначим решение системы (1.4) при 

фиксированном 𝜏𝑘 > 0 . 

Условие 2. Пусть при всех 𝜏𝑘 > 0 классическое решение 𝑢𝑘
𝜏  системы 

(1.4) существует и при 𝜏𝑘 →0 равномерно в  Г̃[0,𝑇]
𝑁 = (𝑡, 𝑥)|0 < 𝑡 < 𝑇, |𝑥| ≤

𝑁} последовательность 𝑢𝑘
𝜏  сходится к некоторой вектор-функции 𝑢 вместе 

со всеми производными по 𝑥, входящим в (1.2), причем 

=
Г̃[0,𝑇]

𝑁
max |𝜑𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏 𝑘) − 𝜑𝑖,𝜏𝑘

(𝑡, 𝑥, �̅�𝜏 𝑘)| → 0,     𝜏𝑘 → 0, 𝑖 = 1, … , 𝑚 . 

Теорема. Пусть выполняются условия 1, 2. Тогда вектор-функция 𝑢(𝑡, 𝑥) 

есть решение системы (1.2) в Г̃[𝟎,𝑻]
𝑵 . 

Доказательство теоремы 1.3 приведено в [4]. 

 2. Метод слабой аппроксимации для задачи Коши для системы 

уравнений типа Бюргерса 

      Рассмотрим относительно данных Коши 𝑢0, �̃�0 задачи  

𝒖𝒕 + 𝒖𝒖𝒙 =  𝒗𝒖𝒙𝒙 − �̃� (𝒖 − �̃�),      

�̃�𝒕 +  �̃��̃�𝒙 =  �̃��̃�𝒙𝒙 − �̃� (𝒖 − �̃�),     

  𝑢 | 𝑡=0 =  𝑢0 (𝑥),            �̃� | 𝑡=0 =  �̃�0 (𝑥),           𝑥 ∈ 𝑅.      

      предположим, что 𝑢0, �̃�0 ∈  𝐶2(𝑅)   и  
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|
𝑑𝑛𝑢0(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
| ≤ 𝑐𝑛 ,   |

𝑑𝑛𝑢0(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
| ≤ �̃�𝑛 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑛 = 0,1,2, … . .,       (2.0) 

где с𝑛, �̃�𝑛  - некоторые заданные неотрицательные постоянные. 

В начале рассмотрим случай бесконечно дифференцируемых данных 

Коши. Предположим, что 𝑢0, �̃�0  ∈  𝐶∞(𝑅) и 

|
𝑑𝑛𝑢0(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
| ≤ 𝑐𝑛,    |

𝑑𝑛𝑢0(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
| ≤ �̃�𝑛  𝑥 ∈ 𝑅, 𝑛 = 0,1, …,        (2.1) 

Следуя [2, 7], слабо аппроксимируем задачу Коши (1)-(3) задачей 

𝑢𝑡
𝜏 = 3𝑣𝑢𝑥𝑥

𝜏 , �̃�𝑡
𝜏 = 3�̃��̃�𝑥𝑥

𝜏 , 𝑛𝜏 < 𝑡 ≤ (𝑛 +
1

3
) 𝜏,               (2.2) 

𝑢𝑡
𝜏 + 3𝑢𝜏𝑢𝑥

𝜏 = 0, �̃�𝑡
𝜏 + 3�̃�𝜏�̃�𝑥

𝜏 = 0, (𝑛 +
1

3
) 𝜏 < 𝑡 ≤ (𝑛 +

2

3
) 𝜏,    (2.3) 

𝑢𝑡
𝜏 = −3�̃�(𝑢𝜏 − �̃�𝜏), �̃�𝑡

𝜏 = 3𝑏(𝑢𝜏 − �̃�𝜏), (𝑛 +
2

3
) 𝜏 < 𝑡 ≤ (𝑛 + 1)𝜏,    (2.4) 

𝑢𝜏(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), �̃�𝜏(𝑥, 0) = �̃�0 (x),       (2.5) 

где  𝑁𝜏 = 𝑡∗, 𝑁 > 1 - целое, 𝑛 =  0,1, . . . , N − 1, и постоянная 𝑡∗ 

удовлетворяет неравенству (30) (см. ниже). 

Замечание При построении решения задачи (2.2)-(2.5) на первых 

дробных шагах решается задача Коши для уравнения теплопроводности, а 

на вторых дробных шагах - задача Коши для уравнения переноса 

𝑣𝑡 + 3𝑣𝑣𝑥 = 0,          (2.6) 

а на третьих дробных шагах - задача Коши для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнении. Решения которого имеет вид 

𝑢𝑡
𝜏 = 𝑢0(𝑥) +

3�̃�

�̅�
(�̃�0(𝑥) − 𝑢0(𝑥))(1 − 𝑒−�̅�𝑡),  

�̃�𝜏 = �̃�0(𝑥)𝑒−�̅�𝑡 +
3�̃�

�̅�
�̃�0(𝑥)(1 − 𝑒−�̅�𝑡) +

3𝑏

�̅�
𝑢0(𝑥)(1 − 𝑒−�̅�𝑡) 

 

где �̅� = 3(𝑏 + �̃�). 
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Известно, что в случае задачи Коши для уравнения (2.6) с начальными 

данными 

𝑣(0, 𝑥) = 𝑣0(𝑥)       (2.7) 

ограниченными вместе со своими производными, может иметь место 

градиентная катастрофа то есть может существовать 𝑡𝑙   >  0, такое, что 

классическое решение 𝑣 этой задачи существует в полосе  Г[0,𝑡𝑙], само 

остается в этой полосе ограниченным, но производная 𝑣𝑥 в окрестности 

некоторой точки (𝑡𝑙 , 𝑥0) становится неограниченной: 𝑣𝑥(𝑡, 𝑥) → ∞, при 𝑡 →

𝑡𝑙 , 𝑥 → 𝑥0[1, 3, 4]. 

Нетрудно показать, что если 

|
𝑑𝑣0(𝑥)

𝑑𝑥
| ≤ 𝑐1          (2.8) 

то классическое решение задачи (2.6), (2.7) существует в полосе 

Г[0,𝑡∗
 ]
, ограничено и  

|𝑣𝑥(𝑡, 𝑥)| ≤
𝑐1

1−𝑐𝑙𝑡
, (𝑡, 𝑥) ∈ Г[0,𝑡∗],      (2.9) 

где 𝑡 удовлетворяет неравенству 

1 − 3𝑐𝑙𝑡∗ > 0 

Пусть выполнены соотношения (2.1) и постоянные 𝑐, 𝑎 и 𝑡∗ удовлетворяют 

условиям 

1 − 𝑐𝑙𝑡∗ > 0,      1 − �̃�𝑙𝑡∗ > 0       (3.0) 

тогда решение 𝑢𝜏 и �̃�𝜏 в полосе Г[0,𝑡∗], существует и ограничено вместе со 

всеми своими производными по переменным 𝑡, 𝑥 . 

Очевидно, что при любом фиксированном г решение 𝑢𝜏 и �̃�𝜏  задачи (2.2)-

(2.5) ограничены независимо от величины  𝜏: 

|𝑢𝜏(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑐0,   |�̃�𝜏(𝑡, 𝑥)| ≤ �̃�0           (3.1) 
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Повторяя рассуждение из [9], можно показать ограниченность частных 

производных решений 𝑢𝜏 и �̃�𝜏 по x любого порядка равномерно по 𝜏: 

|
𝜕𝑘𝑢𝜏(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥𝑘
| ≤ 𝐶𝑘 ,   |

𝜕𝑘𝑢𝜏(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥𝑘
| ≤ �̃�𝑘 ,   (𝑡, 𝑥) ∈ Г[0,𝑡∗],    𝑘 = 0,1, …,   (3.2) 

- где 𝐶𝑘 , �̃�𝑘   — некоторые положительные постоянные, такие что 𝐶0 = 𝑐0,

�̃�0 = �̃�0 

Из неравенств (3.1), (3.2) и уравнений (2.2)-(2.4) следуют равномерные 

по 𝜏 оценки: 

|
𝜕𝑘+1𝑢𝜏(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥𝑘
| ≤ C𝑘 ,   |

𝜕𝑘+1𝑢𝜏(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥𝑘
| ≤ C̃𝑘,   (𝑡, 𝑥) ∈ Г[0,𝑡∗],    𝑘 = 0,1, …,      (3.3) 

  Из этих оценок следует, что 𝑢𝜏,  �̃�𝜏   и их производные по 𝑥 любого 

порядка равномерно ограничены и равностепенно непрерывны в Г[0,𝑡∗]. На 

основании теоремы Арцела диагональным способом можно выбрать под 

последовательность {𝑢𝜏𝑘},  {�̃�𝜏𝑘} последовательностей {𝑢𝜏 }, {�̃�𝜏 }, 

сходящуюся в Г[0,𝑡∗] к функциям 𝑢 и �̃� соответственно вместе со всеми 

производными по 𝑥, равномерно в каждой ограниченной области полосы 

 Г[0,𝑡∗], вследcвие чего функции 𝑢 и �̃� имеют производные любого порядка 

по 𝑥 и выполняются соотношения 

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥),    �̃�(0, 𝑥) = �̃�0(𝑥),                   (3.4) 

|
𝜕𝑘𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥𝑘
| ≤ 𝐶𝑘, |

𝜕𝑘𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥𝑘
| ≤ �̃�𝑘,     (𝑡, 𝑥) ∈ Г[0,𝑡],     𝑘 = 0,1, …,    (3.5) 

Единственность решения доказывается стандартным способом. 

Следовательно, и сами последовательности функций {𝑢𝜏 }, {�̃�𝜏 } при 𝑡 → 0 

сходятся равномерно в Г[0,𝑡]   к, 𝑢 и �̃� соответственно, вместе со всеми 

производными. Случай, когда 𝑢0, �̃� 
0  ∈  𝐶2 (𝑅)   доказывается с помощью 

средних функций [8,12-21]. 
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