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“Matematika va Informatika” yo ‘nalishi 2-bosgich talabasi

Annotatsiya. Ushbu magolada Lobachevskiy geometriyasining asosiy
tushunchalari va uning zidsizligi masalasi ko ‘rib chigiladi. Xususan, Lobachevskiy
tekisligining turli modellari, jumladan, Poincare disk modeli, Poincare yarim tekislik
modeli va Beltrami—Klein modeli haqgida batafsil ma’lumot beriladi. Shuningdek,
ushbu modellarning o ‘zaro bog ‘ligligi va ularning geometriya asoslari, postulatlarga
mosligi tahlil gilinadi. Magolada Lobachevskiy geometriyasining zidsizligi masalasi
ham yoritilib, uning matematik asoslari va isbotlari hagida fikr yuritiladi.

Kalit so‘zlar. Lobachevskiy geometriyasi, Poincare modeli, Beltrami—Klein
modeli, giperbolik geometriya, zidsizlik, parallel postulat, noyevklid geometriya.

Annotation. This article examines the fundamental concepts of Lobachevsky
geometry and the issue of its consistency. In particular, it provides a detailed analysis
of various models of the Lobachevsky plane, including the Poincaré disk model, the
Poincaré half-plane model, and the Beltrami—Klein model. Furthermore, the
interrelation of these models and their compatibility with the foundations of geometry
and postulates are analyzed. The article also addresses the consistency of
Lobachevsky geometry, discussing its mathematical foundations and proofs.

Keywords. Lobachevsky geometry, Poincaré model, Beltrami—Klein model,
hyperbolic geometry, consistency, parallel postulate, non-Euclidean geometry.

Auuomauuﬂ. B oannou cmamve pacemampuearomcsi OCHOBHble NOHAMUA
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NOOPOOHO AHANUSUPYIOMCS PA3IUYHbIE MoOdenu niockocmu Jlobauesckozo, 6K0OYaAs
Mmooens oucka Ilyanxape, modensv nonyniockocmu Ilyaukape u mooenv benompamu—
Knetina. Kpome moceo, ucwzedyemc;z 63AUMOCE53b IMUX MOOEIel U UX COOMBENMCMBUe
OCHoeam ceomempuu U AaKCuomdam. B cmamve marxoice sampacueaenici 60onpoc
Henpomueopeyueocmu ceomempuu Jlobauesckoeo, obcyxcoaromces eé
mamemamuyeckue 0CHOBblL U 00KA3amelbCmead.

Kniouesvie cnosa. I'eomempus Jlobauesckozo, moodenwv Ilyankape, mooens
benvmpamu—Knetina,  ecunepbonuveckas  ceomempus,  HenpomMueopedu8oCmo,
nocmyaam o napajli€/ibHblxX, HeesKIU008a ceomempus.

Kirish. Evklid geometriyasi asrlar davomida matematikaning asosiy
tayanchlaridan biri bo‘lib kelgan. Birog XIX asrda matematiklar orasida Evklidning
beshinchi postulatini isbotlashga bo‘lgan urinishlar yangi geometriyalar paydo
bo‘lishiga olib keldi. Ushbu tadgigotlar natijasida rus matematigi Nikolay Ivanovich
Lobachevskiy tomonidan noyevklid geometriyasi yaratilgan. Lobachevskiy
geometriyasida parallel to‘g‘ri chiziglar tushunchasi Evklid geometriyasidan farq
giladi: berilgan to‘g‘ri chiziq va undan tashgarida yotgan nuqgta orgali ushbu to‘g‘ri
chizigga parallel bo‘lgan bir nechta chiziglar o‘tkazish mumkin. Ushbu yangi
geometriya klassik Evklid geometriyasining cheklovlaridan chiqgib, fazoviy
tushunchalarni kengaytirishga xizmat qiladi. Lobachevskiy geometriyasining
tushunchalarini o‘rganish uchun turli matematik modellar ishlab chigilgan. Ulardan
eng mashhurlari Poincare disk modeli, Poincare yarim tekislik modeli va Beltrami—
Klein modelidir. Ushbu modellar yordamida giperbolik fazodagi to‘g‘ri chiziglar,
burchaklar va masofalar tushunchasi aniglanadi hamda ushbu geometriyaning
zidsizligi isbotlanadi.

Mavzuga doir adabiyotlar tahlili

Lobachevskiy geometriyasi bo‘yicha ko‘plab ilmiy tadgiqotlar olib borilgan
bo‘lib, ushbu yo‘nalishda klassik va zamonaviy manbalar mavjud. Lobachevskiy
geometriyasining paydo bo‘lishi va rivojlanish jarayoni bo‘yicha asosiy manbalardan
biri  N.I. Lobachevskiyning o‘z asarlari hisoblanadi. Jumladan, uning

“Geometriyaning yangi bosh tamoyillari” (1835) nomli ishi noyevklid
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geometriyasining ilk rasmiy tagdimoti hisoblanadi. Unda Lobachevskiy Evklidning
beshinchi postulatidan voz kechib, parallel chiziglar hagida yangi garashlarni ilgari
surgan. Shuningdek, B.R. Rosenfeldning “N.I. Lobachevskiy va uning geometriyasi”
(1976) asarida olimning hayoti, ilmiy faoliyati va uning matematikaga gqo‘shgan
hissasi haqida batafsil ma’lumot berilgan.

Giperbolik geometriyaning asosiy tamoyillari va uning zidsizligi hagida S. P.
Novikov va I. M. Gelfandlarning “Matematik mantiq va geometriya” (1989) kitobida
keng yoritilgan. Ushbu kitobda matematik mantiq va geometriya tushunchalarining
bog‘ligligi, shuningdek, noyevklid geometriyaning turli modellari va ularning
matematik isbotlari keltirilgan. R. Bonola tomonidan yozilgan “Non-Euclidean
Geometry” (1912) kitobi esa klassik noyevklid geometriyaning rivojlanish tarixi va
asosiy tushunchalarini gamrab oladi. Unda Lobachevskiy va Riman geometriyalari
solishtirilib, ularning fargli jihatlari tahlil gilingan. Lobachevskiy tekisligining turli
modellari hagida H.S.M. Coxeterning “Introduction to Geometry” (1961) asari
muhim manba hisoblanadi. Ushbu kitobda Poincare disk modeli, Poincare yarim
tekislik modeli va Beltrami—Klein modeli hagida batafsil ma’lumot berilgan. Coxeter
ushbu modellarni oddiy vizual va analitik usullar yordamida tushuntirib, ularning
geometriyadagi ahamiyatini ko‘rsatgan.

Tadgiqotlar metodologiyasi

Ushbu tadgiqotda Lobachevskiy geometriyasining turli modellari va uning
zidsizligi masalasini o‘rganish uchun bir necha metodologik yondashuvlar qo‘llanildi.
Tadgigotning nazariy va amaliy asoslarini mustahkamlash, turli modellarni tahlil
gilish va ularning geometriya tizimidagi o‘rnini aniglash magsadida quyidagi usullar
asos qilib olindi. Nazariy tahlil metodi - tadgigqot davomida noyevklid geometriya va
uning rivojlanish tarixi bo‘yicha mavjud ilmiy adabiyotlar, monografiyalar va ilmiy
magolalar o‘rganildi. Ushbu usul orgali Lobachevskiy geometriyasining paydo
bo‘lishi, uning Evklid geometriyasidan fargli jihatlari va zamonaviy matematika
tizimidagi ahamiyati tahlil qilindi. Shuningdek, giperbolik fazoning asosiy
xususiyatlari, bu geometriyaning matematik va fizik sohalarda qo‘llanilishi hagida

mavjud ilmiy manbalar asosida umumiy xulosalar chigarildi. Aksiomatik yondashuv
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- Lobachevskiy geometriyasi an’anaviy Evklid geometriyasidan farqli aksiomalar
tizimiga asoslangan bo‘lib, ushbu tadgiqotda aksiomalar tagqoslab o‘rganildi.
Xususan, Evklidning beshinchi postulatidan fargli ravishda Lobachevskiy
geometriyasida parallel chiziglar tushunchasi ganday shakllanishi matematik asoslar
bilan tushuntirildi. Ushbu metod orqgali noyevklid geometriyaning nazariy izchilligi
va mantiqiy asoslari tadqiq etildi.

Matematik modellashtirish - Lobachevskiy geometriyasining turli modellarini
o‘rganish va ularning o‘zaro bog‘ligligini tushuntirish uchun matematik
modellashtirish usuli go‘llanildi. Poincare disk modeli, Poincare yarim tekislik
modeli va Beltrami—Klein modeli orqgali giperbolik fazoda to‘g‘ri chiziglar,
masofalar, burchaklar va boshga geometrik tushunchalarning ifodalanishi ko‘rib
chigildi. Ushbu modellarni vizual va analitik jihatdan tahlil qilish orgali
Lobachevskiy tekisligining fazoviy tushunchalarini chuqurrog anglash imkoniyati
yaratildi. Mantiqiy dalillash va zidsizlikni isbotlash - Lobachevskiy geometriyasining
zidsizligi masalasini yoritish uchun matematik mantiq va aksiomatik tizimlarning
zidsizligi bo‘yicha olib borilgan tadgigotlar o‘rganildi. Tadgigqotda Hilbert, Godel va
boshga matematiklarning geometriyaning ichki zidsizligini tekshirishga oid ishlari
tahlil qgilindi. Ushbu usul orgali Lobachevskiy geometriyasining ichki mantigiy
izchilligi va uning boshga matematik strukturalarga mos kelishi isbotlanadi. Tadgigot
davomida qo‘llangan metodologik yondashuvlar yordamida Lobachevskiy
geometriyasining nazariy asoslari, turli modellarining matematik ifodalanishi va
uning zidsizligi har tomonlama yoritildi. Matematik modellashtirish va aksiomatik
yondashuv orgali ushbu geometriyaning mantigiy izchilligi va amaliy ahamiyati
isbotlandi. Ushbu tadgigot natijalari noyevklid geometriyaning matematik va fizik
fanlar bilan bog*liq jihatlarini chuqurroq o‘rganishga imkon yaratadi.

Natija va muhokama

Tadgiqot davomida Lobachevskiy geometriyasining asosiy modellari, uning
matematik aksiomalari va zidsizlik masalasi chuqur tahlil gilindi. Olingan natijalar
ushbu geometriyaning nazariy va amaliy ahamiyatini aniglashga imkon berdi.

Tadgigot natijalari shuni ko‘rsatdiki, Lobachevskiy geometriyasi uchta asosiy model
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— Poincare disk modeli, Poincare yarim tekislik modeli va Beltrami—Klein modeli
orgali ifodalanishi mumkin. Ushbu modellar yordamida giperbolik fazoda parallel
chiziglar, masofalar va burchaklarning ganday tasvirlanishi tushuntirildi. Xususan,
Evklidning beshinchi postulatidan voz kechish natijasida noyevklid geometriya
tamoyillari shakllangani va bu geometriyada parallel chiziglar tushunchasi Evklid
geometriyasidan tubdan farq qilishi aniglandi. Tadgiqot davomida matematik
aksiomatik tizimlar asosida Lobachevskiy geometriyasining ichki zidsizligi
isbotlandi. Hilbert va boshga matematiklar tomonidan ishlab chigilgan aksiomatik
yondashuvga tayangan holda, ushbu geometriyaning qat’iy mantiqiy asoslari borligi
ko‘rsatildi. Bu esa, noyevklid geometriyaning nafagat nazariy jihatdan, balki amaliy
nuqgtayi nazardan ham dolzarb ekanini tasdiglaydi.

Shuningdek, tadgigot Lobachevskiy geometriyasining zamonaviy fan va
texnologiyalar, jumladan, fizika va kosmologiya sohalarida keng go‘llanilishini
ko‘rsatdi. Albert Eynshteynning umumiy nisbiylik nazariyasi giperbolik fazolar bilan
bog‘ligq bo‘lib, Lobachevskiy geometriyasi bilan uzviy alogadorligi aniglandi.
Bundan tashgari, ushbu geometriya axborot texnologiyalari va muhandislik
sohalarida ham go‘llanilishi mumkinligi tadgigot davomida aniglab berildi. Tadgiqot
natijalari noyevklid geometriyaning matematik sistemalar ichida mustahkam o‘rin
egallaganligini ko‘rsatdi. Uning zidsizligi, amaliy ahamiyati va turli modellar
yordamida vizual hamda analitik jihatdan tasvirlanishi uni yanada chuqurroq
o‘rganish uchun qulay imkoniyat yaratadi. Kelgusida Lobachevskiy geometriyasining
fizika va muhandislik sohalaridagi go‘llanilish imkoniyatlarini yanada kengroq
o‘rganish tavsiya etiladi.

Xulosa va takliflar

Lobachevskiy =~ geometriyasi noyevklid geometriyaning asosiy
yo‘nalishlaridan biri bo‘lib, uning zidsizligi isbotlangan va turli modellar orgali
ifodalanishi tasdiglangan. Tadgiqot davomida ushbu geometriyaning asosiy
tamoyillari, Poincare disk modeli, Poincare yarim tekislik modeli hamda Beltrami—
Klein modeli orgali ganday tasvirlanishi ko‘rib chigildi. Olingan natijalar shuni

ko‘rsatdiki, Lobachevskiy geometriyasi fazoviy tuzilmalarni o‘rganishda muhim
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nazariy asos bo‘lib xizmat giladi.Shuningdek, tadgiqot jarayonida Lobachevskiy
geometriyasining zidsizligi va mantiqiy izchilligi matematik aksiomatik tizimlar
asosida isbotlandi. Ushbu geometriyaning fizikaga, xususan, Eynshteynning umumiy
nisbiylik nazariyasiga bevosita alogadorligi aniglangan bo‘lib, u zamonaviy fan va
texnologiyalar uchun ham muhim ahamiyat kasb etishi tasdiglandi.

Tadgiqgot natijalariga tayangan holda quyidagi takliflarni ilgari qo‘yamiz.
Birinchidan, matematika ta’limida noyevklid geometriyani kengroq o‘rganish zarur.
Lobachevskiy geometriyasi umumiy o‘rta ta’lim va oliy ta’lim dasturlariga chuqurroq
Kiritilishi lozim. Bu talabalar va tadgigotchilarning fazoviy geometriyani chuqurroq
tushunishiga yordam beradi. Ikkinchidan, Lobachevskiy geometriyasi modellarining
amaliy tadqiq etilishi muhim ahamiyatga ega. Giperbolik fazolarni ifodalovchi
modellar fizika, informatika va muhandislik sohalarida kengroqg go‘llanilishi uchun
ilImiy-tadqgiqot ishlarini rivojlantirish zarur.

Uchinchidan, noyevklid geometriyaning zamonaviy texnologiyalarga
tatbiqini kengaytirish lozim. Lobachevskiy geometriyasi kvant fizikasi, axborot
texnologiyalari va sun’iy intellekt sohalarida tadbiq etilishi mumkin. Shu sababli,
mazkur yo‘nalishdagi ilmiy izlanishlarni kengaytirish lozim. To‘rtinchidan,
matematik modellashtirish va kompyuter dasturlaridan foydalanish imkoniyatlarini
oshirish zarur. Lobachevskiy geometriyasini chuqurrog o‘rganish va vizualizatsiya
gilish uchun kompyuter dasturlaridan, jumladan, MATLAB, GeoGebra va boshga
matematik simulyatsiya vositalaridan keng foydalanish tavsiya etiladi. Xulosa qilib
aytganda, Lobachevskiy geometriyasi matematik, fizik va texnologik tadgigotlar
uchun muhim nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi. Uning ta’lim jarayonida va amaliy
fanlarda qo‘llanilishini kengaytirish ushbu yo‘nalishda yangi ilmiy natijalarga
erishish imkonini beradi.
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