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Annotatsiya: Biror nuqtada haroratni o‘lchash orqali dastlabki harorat
tagsimotini aniglash masalasini garaymiz. Ushbu maqgolada issiglik targalish
tenglamasi uchun ikkinchi chegaraviy masala misolida bu teskari masalaning
qo‘yilishini ko‘rib chigamiz.

Kalit so‘zlar: issiglik tarqalish tenglamasi, to‘g‘ri masala, teskari masala,
boshlang‘ich shart, chegaraviy shart.

Annotation: We consider the problem of determining the initial temperature
distribution by measuring the temperature at a certain point. In this article, we examine
the formulation of this inverse problem using the second boundary value problem for
the heat conduction equation.

Keywords: heat conduction equation, direct problem, inverse problem, initial
condition, boundary condition.

AHHOTaHI/ISI: PaCCManI/IBaCTCSI 3aga4da OIpCACICHUA HaA4YaJIbHOI'O
pacnpenesieHusl TEMIIEPATYPbl HA OCHOBE U3MEPEHUS TEMIIEPATYPHI B OAHOM TOUKe. B
JTAHHOM CTaThe U3JIOkKEHA MOCTAaHOBKA ATOW OOpaTHOM 3ajauu Ha MPUMEPE BTOPOIO
KpaeBoOro yCJa0BHUs AJIs1 YypaBHECHHUS TCIJIONIPOBOJIHOCTH.

KuaroueBble ciioBa: YPaBHCHHUC TCILIOIIPOBOAHOCTH, IIpAMad 3agayda, 06paTHa$1
3aJlavdd, HA49aJIbHOC YCIIOBUE, KPACBOC yCIIOBUC.

Kirish. Issiglik targalish jarayonlari ko‘plab texnik va tabiiy tizimlarda muhim
rol o‘ynaydi. Ularni matematik modellashtirishda issiglik targalish tenglamasi asosiy
vosita hisoblanadi. Mazkur tenglama asosida qurilgan to‘g‘ri masalalarda boshlang‘ich
va chegaraviy shartlar ma’lum bo‘lib, yechim topilishi talab gilinadi. Birog ko‘plab
real holatlarda bu shartlar to‘lig ma’lum bo‘Imaydi, aksincha, haroratning ma’lum vaqt
oralig‘ida yoki fazodagi giymatlari kuzatiladi. Bunday vaziyatlarda teskari masalalarni
hal gilish zarur bo‘ladi.Teskari masalalarda yechimni aniglash jarayoni odatda ill-
posed (yaxshi go‘yilmagan) bo‘lib, kichik xatoliklar katta og‘ishlarga olib kelishi
mumkin. Shu sababli, bunday masalalarni o‘rganish nafagat matematik, balki fizik,
texnik va hisoblash nuqtayi nazaridan ham dolzarb hisoblanadi. Aynigsa, issiglik
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manbaini aniqlash, boshlang‘ich haroratni tiklash yoki o‘lchovlar orqali tizim holatini
gayta tiklash kabi masalalar zamonaviy ilm-fan va sanoatda katta amaliy ahamiyatga
ega.

To‘g‘ri masala. Ushbu

u =a’u_,0<x<l,0<t<T, (1)
u(@0,t)=u, (I,t)=0,0<t<T, 2

ux,0)=p(x),0<x <l
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani toping
Teskari masala. teft,t],t,>0 bo‘lganda g(t) = u(x,,t) funksiya berilgan, bu
yerda x,-[0,1] kesmadagi biror fiksirlangan nugta, u(x,t) esa (1)-(3) masalaning
yechimi. [0,1]kesmada ¢(x) funksiyani topish talab gilinadi.

Bu teskari masalaning fizik talqini quyidagicha. Muayyan vaqt oralig‘ida harorat
sterjenning belgilangan nuqtasida o‘lchanadi va bu o‘lchovlardan dastlabki harorat
tagsimotini aniglash kerak.

(1)-(3) masalaning yechimi o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan olinishi mumkin

2
(2n-Dx 22t bsin (2n—1)7rx
2l 2l
ko‘rinishga ega. Bu tenglikka x =x, qo‘yib, ¢(x) funksiya uchun

nf;%!(p(é)sin((Z”Z_Il)”jdfexp{—[(znz‘l 1)”} azt}sin((znz_ll)” xj ~g(t)(4)

va

x93 7] ¢(g)sin((2“2'|1)”jdgexp{_

n=1

tenglama hosil bo‘ladi, bu yerda te[t,,t ].

O‘Ichov nuqtasi x, segment oxirida bo‘lgan taqdirda (1) tenglama yechimining
yagonaligini tekshiramiz.

Teorema. Agar x, =0bo‘lsa, (1) tenglamaning yechimi L,[0,I]fazoda yagona
bo‘ladi.

Isbot. (1) tenglamaning chizigliligidan kelib chigadiki, L,[0,1]fazoda

2n-)r

yechimning yagonaligini isbotlash uchun g(t):lzexp{—[ o

} azz}(4) tenglikka

2
g(t):%exp{—{(znz_ll)”} azz}va X, :IE,ke(Zn +1)(-1)" giymatlarni qo‘ysak, te[t,,t,]

da quyidagini olamiz.
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Z%ﬂ@(f)sin((z T )ﬂéjdf { [(an_ll)”} azt}lzexp{[(znl_l)”} azz}.

()

Komplks yarim tekislikda Rez>«

d(2) = ZJ go(f)sm((znml)” §]d§exp{{%} azz} (6)

kompleks o‘zgaruvchili funksiyasni ko‘rib chigamiz, bu yerda a<(0,t,). Demak,

2 2
exp {_‘:M} azz} exp {_{Mjl azt}
2l A
u holda bu yarim tekislikda (6) ning o‘ng tomonidagi gator tekis yaqinlashadi.

Bu gatorning har bir hadi uchun analitik funksiya Rez >« ekanligini hisobga olib,
Veyershtras teoremasini qo‘llagan holda, ®(z)=0 funksiya Rez>¢ uchun analitik

Rez >« bo‘lganda

<

ekanligini bilib olamiz.

(5) dan @(z) funksiyaning analitiklik sohasida yotuvchi, hagiqiy o‘qdagi

[t,,t] kesmada @(z)=0 ekanligi kelib chigadi, u holda teoremadagi yagonalik
xulosasi analitik funksiyalar uchun ®(z)=0, barcha z uchun, Rez >« ekanligidan

kelib chigadi.
Shunday qilib, (5) tenglik barcha t>t, haqiqiy sonlar uchun bajariladi.Bu

tenglikdan t — oo bo‘lgandagi limitga o‘tsak, biz ketma-ket

. ((2n-1
jo'co(f)sm[( - )”ﬁjdizo (7)
foteyn| &% s
tenglikni olamiz va quyidagi natijaga erishamiz. Bu tenlikdn kelib chigadiki
L,[0,1] COS((ZnI_l) X],n=1,2,.. funksiyalar sistemasi to‘laligi sababli (7)

tengliklardan ¢(x ) = 0 ekanligi kelib chigadi. 1-teorema isbotlandi.
Sterjen ichidagi xe(0, ) haroratni o‘lchashda teskari masala yechimining
yagonaligi X, kuzatish nuqtasini tanlashga bog‘ligligini ko‘rsatamiz.

Hagigatan ham, faraz qgilaylik x,=1/2, va ¢(x) = cos((znl_ ) xj, bo‘Isin. U holda

(1)-(3) masala yechimi

fotasn &2 g
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2n-Drx B
) f)dg—l

&) =Fsin[ 207

@(x) nitopib,u(x,t) funksiyaga qo‘yamiz va natijaga erishamiz.

u(x, 1 :2% (p(g)sm((zn 1)7Tjd§exp{_[(2n2—ll)7r} azt}sin(((znzil)ﬂ Xj

|

¢ 2 . ~1) 7k L,n=k

[Fotersn| 0% 7 Joe={ " A
u(x,t)=%exp{—[%} azt}sin?”lr—kx

4 . 3k
go(x):l—zsm%x

fo@sin|

Bu holda ham teorema isbotiga o‘xshash mulohaza yuritib, (4) tenglamaning
yechimi yagona ekanligini bilib olamiz.

Ko‘rib chigilayotgan teskari masalani 1-turdagi Fredgolm integral tenglamasiga
keltirish mumkin. Hagigatdan ham, (4) tenglamaning chap tomonidagi integrallash va
yig‘indiga olish tartibini almashtirib,

Gp = [G(t.&)p(£)dE =g(t).t, <t <t, (8)

1-turdagi Fredgolm tenglamasini olamiz, bu yerda yadro

G(t.5)= % + i%cos(we‘jext{—[@} azt}cos(_(znl—l) Xo}

t, <t <t,0< ¢ <I to‘rtburchakda uzluksizdir. Binobarin, L[0,1],danL [t,t,] ga

amal giluvchi deb garalayotgan integral operator G tekis uzluksizdir. Shunday qilib,
bu juft fazolarda (8) tenglamani yechish masalasi nokorrekt qo‘yilgan.

Xulosa. Magolada issiqlik tarqgalish tenglamasi uchun teskari masala o‘rganildi.
O‘zgaruvchilarni ajratish usuli yordamida yechim ifodalandi va o‘lchov nuqtasi
segment oxirida joylashgan hol uchun yechimning yagonaligi isbotlandi. Kompleks
funksiyalar va Veyershtras teoremasi asosida funksiyaning analitiklik xossalari tahlil
gilindi. Olingan natijalar teskari masalalarning nazariy asoslarini chuqurlashtirishga
xizmat giladi.Ushbu maqola “Nokorrekt va teskari masalalar” fanidan mustaqil ta’lim

sifatida yozildi.
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