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Annotatsiya

Magola interpolyatsion kvadratur formulalarga bag‘ishlangan bo‘lib, unda eng
sodda kvadratur formulalar — to‘g‘ri to‘rtburchak, trapetsiya va Simpson formulalari
batafsil yoritilgan. Ushbu formulalarning qurilish usullari, ularning aniqlik darajalari
va goldiq hadlari tahlil gilinadi. To‘g‘ri to‘rtburchak va trapetsiya formulalari birinchi
darajali ko‘phadlar uchun aniq bo‘lsa, Simpson formulasi uchinchi darajali
ko‘phadlarni aniq integrallashi ko‘rsatilgan. Shuningdek, interpolyatsion kvadratur
formulalarning umumiy xususiyatlari, algebraik aniglik darajasi va ularning simmetrik
tugunlar bilan bog‘liq xossalari o‘rganiladi.

Kalit so‘zlar: interpolyatsion kvadratur formulalar, to‘g‘ri to‘rtburchak
formulasi, trapetsiya formulasi, Simpson formulasi.
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Eng sodda kvadratur formulalar: to‘g‘ri to‘rtburchak, trapetsiya va Simpson

formulalari. Eng sodda kvadratur formulalarni oddiy mulohazalar asosida qurish

mumkin. b
ot -
Aytaylik, < integralni hisoblash talab gilinsin. Agar qgaralayotgan
oraligda f(x) ~const bo’lsa, u vaqtda
b
a+h
(1) j f(x)dx~ (b-a)f (—j
" 2
! v
fla+h 2 i(h)
.
1771
f(s)
g [(a+kbs2 b %
a b X
1-rasm 2-rasm

deb olishimiz mumkin (1-rasm). Bu formula to'g ri to rtburchaklar formulasi

deyiladi.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya chizigli funksiyaga yaqgin bo’lsin, u holda tabiiy
ravishda integralni balandligi (b - a) ga va asoslari f(a) va f(b) ga teng bo lgan

trapetsiya yuzi bilan almashtirish mumkin (2-rasm), u holda

2 zf(x)dm b;a(f(a)+ f (b))

deb olishimiz mumkin. Bu formula trapetsiya formulasi deyiladi5 Nihoyat, f(x)
funksiya [a, b] oraligqda kvadratik funksiyaga yaqin bo’lsin, u holda _[ f (xidagribiy
ravishda Ox 0°qi va x=a, x=Db to'gri chiziglar hamda y= f(x) funksiaya grafigining

absissalari x=a, x= aT+b vax=b bo'lgan nuqtalaridan otuvchi ikkinchi tartibli
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parabola orgali chegaralangan yuza bilan almashtirish mumkin (3-rasm), u holda

quyidagiga ega bo lamiz:

jf(x)dmb;a{f(a)+4f(a—;bj+f(b)} 3)

Bu formulani ingliz matematigi Simpson 1743 vyilda taklif etgan edi.Bu

formulaning hosil gilinishi usulidan ko'rinib turibdiki, u barcha ikkinchi darajali
P,(x) =a,+ax+ax’

ko phadlar uchun aniq formuladir. Shunday qilib, biz uchta eng sodda kvadratur
formulalarga ega bo'ldik. (1) formulani tuzishda u o’zgarmas son f(x)= ¢ ni aniq
integrallashini talab gilgan edik. Lekin u f(X)= ao + a,x chizigli funksiyani ham aniq

integrallaydi, chunki: (b—a)f (Salztafl?q}iligi (b-a) va o'rta chiziqi

a+b
( 2 j bo lgan ixtiyoriy trapetsiyaning yuziga teng.

Shunga o 'xshash Simpson formulasi ham biz kutgandan ko'ra ham yaxshiroq

formuladir. U uchinchi darajali  P,(x) =a,+ax+a,x*+a,x ko phadlarni ham aniq
integrallaydi.
Hagigatan ham, uchinchi darajali Ps(x) ko phadni quyidagicha
P, (x) =a,+ ax + a,x*+ax’=P, (x) +a,x*  yozamiz:
u vaqtda : "
buodre ke e pu
P3(x)dx=Px(x)dx +as x¥x = P,(X)dX+(  /4)(b* - a%) (4)

a

Lekin bizga ma’lumki,
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; b-a a+b
j P, (x)dx = T[Pz (8) + 4P, (=) + a3b3} 5)
Ikkinchi tomondan,
A 4 .4 Db-—2a 3 a+b, 3
I(b —-a ):T 8,8 +433(T) +agb (6)
ayniyat o rinlidir . Endi (5) - (6) ni (4) ga qo'yib,

!Ps(x)dx=T{P() G P(b)}
ni hosil gilamiz.

Shunday qilib, biz uchta kvadratur formulani ko'rdik. Ulardan ikkitasi to'gri
to rtburchak va trapetsiya formulalari birinchi darajali ko’phad uchun aniqg formula

bo’lib, Simpson formulasi uchinchi darajali ko phad uchun aniq formuladir.

To g 'ri to rtburchak , trapetsiya va Simpson formulalarining goldig hadlari. Endi
yugorida qurilgan kvadratur formulalarning qoldiq hadlarini aniglash bilan

shug ullanamiz. To g ri to rtburchak formulasining goldiq hadi
a+b
Ry(f) = f(x)dx~(b-a)f (=)

ni topish uchun f(x) funksiya [a, b] oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz f*(x) hosilaga

ega bo’lsin deb faraz gilamiz. U holda Teylor formulasiga ko ra:

012 (228 )

buyerdda ¢ = ¢(X) < a

Bu tenglikning har ikkala tomonini a dan b gacha
integrallasak
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kelib chigadi, chunki j(x—%bjdx 0. Quyidagicha belgilash kiritaylik:

a

m=min f"(x),M = maxf "(X) (Xa+bJ2

a<x<b 2

Integral ostidagi funksiya o z ishorasini saglaydi, shuning uchun (7) integralga

umumlashgan orta giymat hagidagi teoremani gollash mumkin:

Lt (. atb)  (b-a)
Ro(f)_L_!: (x . jdx_L—24 (8)

bunda m<L<M, f'(x) uzluksiz bolgan uchun Koshi teoremasiga ko ra shunday

£, a<&<b topiladiki, L= f"(£). Endi (8) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

Ry(f)= (bza) f"(£) 9)

Bu esa goldig hadning izlanayotgan ko rinishidir.

Endi trapetsiya formulasining qoldiq hadini topaylik. Buning uchun f(x)
funksiyani x = a va x = b nuqgtalardagi giymatlari yordamida interpolyatsiyalab,

interpolyatsion formulani goldig hadi bilan yozamiz:

1
f(x)-La(x) = 5 (x—a)(x—b) f"(s)

Bu tenglikning har ikkala tomonini a dan b gacha integrallaymiz, natijada

R (F) =2 [ (x=a)(x—b) ()

—
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hosil bo"ladi. Bu yerda [a,b ] oraligda (x-a)(x-b) <0 bo’lgani uchun Ry(f) integralga

0 rta giymat hagidagi umumlashgan teoremani qo’llash mumkin:
1 n " b a "
(1) =2 @ o-ax-biax=-C D @ace <) qo

Nihoyat, Simpson formulasining qoldig hadini aniglaylik. Buning uchun
c= 0,5(a+b) deb olib, quyidagi
H(a)=f(a), H(c)= f(c),shartlarni qanoatlantiruvchi Ermit interpolyatsion

ko phadini tuzamiz:

H(x) = (_b) — 2 _[(x=c)?(x—b) f (a) - (x—a)(x—b)(a—b) f (c) -

—(x—a)(x—b)(x—c)(@a-b) f'(c) - (x—a)(x—c)* f (b)]

Ravshanki,
p b a+b
!H(x)dx_T{f( a)+ 4f( . j f(b)}
Endi funksiyalarni interpolyatsiyalashga ko'ra f (x)=H (x)+ r(x) interpolyatsion
1
formulaning goldiq hadi r(x) :QQ(X) fY(c) (a<g<b)
bo’lib, buyerda Q (x) = (x-a) (x-c)? (x- b).
l b
Demak, (3) formulaning goldig hadi  Ry(f) = QJ‘Q(X)f V() dx

bo’lib, ©(x)ko phad [a, b] oraligda o'z ishorasini saglaydi va umumlashgan o'rta

(b-a)°

f v <E< b
5880 () (@a<&<b) gaegabo'lamiz.

giymat teoremasiga ko'ra R,(f)=-
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Qoldig hadlar uchun chigarilgan formulalar yana bir bor shuni ko rsatadiki,
to g ri to rtburchak va trapetsiya formulalari birinchi darajali ko phadlar uchun anig

bo’lib, Simpson formulasi uchinchi darajali kop hadlar uchun aniq formuladir.

Interpolyatsion kvadratur formulalar. Bundan keyin gisgalik uchun kvadratur
formulaning A", AdetisigERtiad Vax(” ..., x(" tugunlarini yugori
indekssiz Ay, Ay, .... A, va x1, x2, ...,x, Ko rinishda yozamiz. Faraz gilaylik, bizga f(x)
funksiyaning xi, x, ...,x, nugtalardagi f(x,),f(x2),...,f(x,) giymatlari berilgan bo'lib,
magsad shu giymatlar bo'yicha integralning tagribiy giymatini mumkin gadar
yugori aniglikda topishdan iborat bo Isin. Demak A, koeffisiyentlar aniglanishi kerak.
Buning uchun f(x)ni uning berilgan giymatlaridan foydalanib, (n-1) - darajali ko phad

bilan interpolyatsiyalaymiz:

1:(X)=Ln1(X)+rn(1‘,x):Zn: ﬁ X=X

k=l i=Lizk ™Mk — N

f(x)+r(f,x) (11)

Endi bu tenglikni o (x) ga kupaytirib, a dan b gacha integrallaylik.

[ POOT (dx = [ (L, L ()dx+ [ (I, (F, X)dx

Agar bundagi
RA(F)= [ 00 F (9~ 3" A, F05) = [ OO, (T, 00K (12)

goldig hadni tashlasak:

[ P00 f (k= DA T(X).A, = [ 000 T 2 (13)

i—Lizk X — X

kvadratur formulaga ega bo"lamiz.
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Bu formula qurilish usuliga ko'ra interpolyatsion kvadratur formula deyiladi.

Bunday formulalar uchun ushbu teorema o rinlidir.
Teorema. Quyidagi
n

[P0 F() =Y Af(x,) 14

k=1

kvadratur formulaning interpolyatsion bo lishi uchun uning barcha (n-1) - darajali

algebraik ko phadlarni aniq integrallashi zarur va kifoyadir.

Kifoyaligi. (14) formula (n - 1) - darajali ixtiyoriy ko phad uchun aniqg formuladir.
Xususiy holda, (n - 1) -darajali ushbu:

o,(0= [ 25 (M=12...n)

icLizk Xn — X

ko phad uchun ham aniq bo’ladi. Agar om(X)=0 (x=m) va w,(x,)=1 ekanligini

hisobga olsak,

j P00 T =

i=1,izk k i

k= [ 9, (08K = 3 A, (%)= A,

kelib chigadi. Demak (14) goida interpolyatsiondir, shu bilan teorema isbot boldi.

Bu teoremadan ko'rinadiki, n nugtali interpolyatsion kvadratur formulaning

algebraik aniqglik darajasi (n-1) dan kichik bo Imasligi kerak.

Osongina ishonch hosil gilish mumkinki, yuqorida ko'rib o'tilgan to'gri
to'rtburchak, trapetsiya va Simpson formulalari interpolyatsion kvadratur
formulalardir. Ma’lumki, f(x) [a, b) oraligda n-tartibli uzluksiz hosilaga ega bo'lsa, u

holda interpolyatsion formulaning qoldig hadi ry(f, X) ni

r(f,x)= (n)(g)a)(x) w(X) = H(x X, )
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ko rinishda yozish mumkin. Buni (12) ga go'yib, kvadratur formula uchun R

(f) = % j p(a(x) f ™ (c)dx (15)

ga ega bo’lamiz. Endi n-tartibli uzluksiz hosilaga ega va hosilasi
O x| <M, (16)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiyalar sinfini garaymiz. Bunday funksiyalar
uchun (2.15) dan
Ro(F)]<

(17)

gaegabo’lamiz. Agar o (x) ko phad [a,b] oraligda 0"z ishorasini saglasa, u holda

(17) baho aniq bo'lib, undagi tenglikka

i +a

f(x) =

ko phadda erishiladi. Endi interpolyatsion kvadratur formulalarning bir muhim

xossasini ko rib o taylik. Avval 4, ni aniglaydigan integralda x = a ; b t+ b ; at

almashtirish bajaramiz. Agar

JEDLENER

deb belgilasak , u holda 4, quyidagi ko rinishga ega bo"ladi:

_b-a n t, ot)dt _b-a
A j(t)H dt— j() > B

—

_1|¢k (t t ) (t )
bu yerda
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f— w(t)dt

B, = [ p(t) —L—— 18
k j(>(t S (18)
va
¢ _2x,—a-b
y b—a
ip(x)f(x)dx~ ZBf(a—”’ bTatkj (19) ¢= 0,5(a+b)

ko rinishga keladi.

Teorema. Faraz qgilaylik, vazn funksiyasi p(x) [a,b] oraligning o rta nugtasiga

nisbatan juft funksiya va ti tugunlar shu nugtaga nisbatan simmetrik, ya ni ty= - t+1«
bo'lsin. U holda simmetrik tugunlarga mos keladigan kvadratur formulaning

koeffisiyentlari o zaro teng boladi:
Bk:Bn+l-k (20)

Nyuton-Kotes kvadratur formulalari. Nyuton-Kotes formulalari eng dastlabki
interpolyatsion kvadratur formulalardan hisoblanadi. Bu formulalarda oralig chekli,

vazn funksiyasi p(x) =1 va Xx;tugunlar o'zaro teng uzoglikda joylashgandir. Bu

formula (13) formulaning p (x) =1 bo lgandagi xususiy holidir.

Lekin aksariyat adabiyotlarda Nyuton-Kotes formulasi (19) ko rinishda emas,

balki boshga ko rinishda keltiriladi. Biz ham shu ko rinishda garaymiz.
Buning uchun [a, b] oraligni

X® —a+khk =0n,h= 22
n
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(n+1) ta nuqgtalar yordamida n ta bo'lakka bo’lamiz va A" koeffisiyentlarni

tegishli ko rinishga keltirish uchun

A =I 1T 2

n
ai= olikX;E)—X

X(n)

integralda x=a+ th almashtirish bajaramiz,
X-Xx™= (t - i)h, x[V - x\") = (k- i)h

bo’lganligi uchun

X=X
H ) Xi(n) k'(n ! H(—J)

i=0,i#k Xk i=0,izk

Demak

Aﬁ”:—(_l)n_k hf [Tt it
ki(n—k)! 2 ;6 i

Endi

 (Dn-k g
B = T k)hc[Jl;[it—j)dt (21)

deb olsak, u holda Nyuton-Kotes formulasi quyidagicha yoziladi:

T f(x)dx ~ (b— a)zn: B(™ f (a+ kh). (22)

Bundagi B koeffisiyentlar [a, b] oraligga bog lig emas. Kotes tomonidan B {

koeffisiyentlar n =1,2,..., 10 uchun hisoblangan. Quyida ular n =1,2,..., 5 uchun
keltirilgan:
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n=1: Bé”=B§“=%; n=2: Bff)ngZ):%, B§2)=%;
n=3: B®=B®=1 Bo=p®=3:n=4: pw=pw=_" B(4)=B(4):2 gw=12.
0 3 8’ 1 2 8’ 0 4 90; 1 3 90, 5 90,

n=5:B¥ == go=pgE =" ge=gEe =20
288 4~ 288 288

P.O. Kuzmin B{" lar uchun n— « da asimptotik formulalarni topgan edi. Bu

1
b-a

n
formulalardan, jumladan, n—c da |B{"
k=1

—>u kelib chigadi. Endi [
k=1

b
j 1dx =1 ekanligini hisobga olsak bundan n yetarlicha katta bo lganda koeffisiyentlar

orasida manfiylari ham, musbatlari ham mavjudligi ravshan bo’lib goladi. hatto, n = 8
va n = 10 bo’lganda ham B lar orasida manfiylari mavjuddir. Shuning uchun ham
Nyuton-Kotes formulalarini katta n larda qo'llash maqgsadga muvofig emas.
Ravshanki, n = 1 va n = 2 bo'lganda (22) formuladan mos ravishda trapetsiya va

Simpson formulalari kelib chigadi. To g ri to rtburchax formulasi esa p (x) =1va n=

1 bo'lganda (19) formuladan kelib chigadi. n = 3 bo lganda (22) dan "Sakkizdan uch

b
goidasi" deb ataluvchi Nyuton formulasiga ega bo lamiz: j f (x)dx

; b-a b-a 2
!f(x)dx~ . {f(a)+3f(a+Tj+3f(a+§(b—a)j+ f(b)}

goldiq hadini hosil gilamiz.
d

X _In2=0,693147180...
+ X

1
Misol tariqasi;ﬁei
(o]

integralni tagribiy hisoblaylik. Buning uchun umumlashgan

to g ri to rtburchak formulasidan N= 10 deb olaylik. Bu yerda
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h=(b-a)/N = 0,1boIgani uchun

y =1/a+(k+0,5)-01) bo'lib,

k2
Y05=0,95238; y15=0,86957;
y»5=0,80000; y35=0,74074;
y45=0,68966; Ys5=0,64516;
Y6.5=0,60606;y75=0,57143; Y5 5=0,54054;yo5=0,51282
Bundan esa umumlashgan to g ri to rtburchak formulasiga ko ra:

1
~ 5(3/05 +Y15+ ...+Iy9,5) = 0,692836

Bu tagribiy giymat bilan aniq giymatning farqi

In2-0692836] _ oo

Demak In2 ~ 0,693, bu rahamlar aniqgdir.

Ikkinchi misol sifatida ushbu integral sinusning  Si(x) = IS'“(I)

x=1 nuqtadagi giymatini umumlashgan Simpson formulasi bilan olti xona
aniqglikda topish masalasini garaylik.

Bu yerda aniglik berilgan & = 0,5 » 108 bo'lib, so"ngra unga ko'ra umumlashgan
Simpson formulasi uchun tegishli N ni aniglash mumkin. Buning uchun Si (x) ning 4-

tartibli hosilasini baholash kerak. Ravshanki,

sin X

Icosuxdu

d* (sinx

Bundan , , .
W( X

1
j = ju“ cosuxdu
0

—
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va

d* (sm xj
dx* U x

Endi formulaga ko ray quyidagi tengsizlikni ganoatlantirishi kerak:
d* (sm xj
ax* { x

Bundan esa N >5 ekanligini topamiz. Shuning uchun ham N=5 uchun Si(l) n

<0J'u“du_%

1

—i ££0,5-10‘6 _[u“du—l
2880 N* 5 5

va

umumlashgan Simpson formulasi bo’yicha hisoblaymiz. Jadvaldan foydalanib,

quyidagilarni topamiz:
yo=1 vy1=0,998330 y»,=0,993345 y3=0,985067 y4=0,973545
y5=0,958852 ys=0,941070 y;=0,920311 ys=0,896695
¥9=0,870363 y10=0,841471

Aslida Si(l)ning olti xona aniglikdagi giymati
1 :
3ol (s + Yi0) T A0+ Yy +ot Vo) + 2(Y, + Y, .t ¥g) | =Si(1) =0,946083

xonasidagi oxirgi xona birligidagi farg yaxlitlash xatosi hisobidan kelib chiggan.
Xulosa

Magola interpolyatsion kvadratur formulalarning asosiy tushunchalari va amaliy
qo‘llanilishini atroflicha yoritadi. To‘g‘ri to‘rtburchak, trapetsiya va Simpson
formulalari eng sodda kvadratur formulalar sifatida ko‘rib chiqilib, ularning qurilish
usullari va aniqlik darajalari tahlil qilinadi. To‘g‘ri to‘rtburchak va trapetsiya
formulalari birinchi darajali ko‘phadlar uchun aniq bo‘lsa, Simpson formulasi uchinchi
darajali ko‘phadlarni aniq integrallaydi. Qoldiq hadlarning hisoblanishi formulalarning

xatolarini baholash imkonini beradi. Nyuton-Kotes formulalari teng masofali
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tugunlarga asoslangan interpolyatsion kvadratur formulalar sifatida o‘rganilib, katta

tugunlar sonida manfiy koeffisiyentlar tufayli cheklovlarga ega ekanligi ko‘rsatiladi.
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