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Annotatsiya. Ushbu maqgola matematik fizika tenglamalari, ularning umumiy
yechimlari va ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi haqida gisqacha ma’lumotlar berilgan.

Kalit so’zlar. Oddiy differensial tenglamalar, funksiya, hosila, xarakteristik
forma.

Abstract. This article provides brief information about the equations of
mathematical physics, their general solutions, and the classification and canonical form
of second-order partial differential equations.

Keywords: Ordinary differential equations, function, derivative, characteristic
form.

Matematik fizika tenglamalar klassifikatsiyasi. Differensial tenglamalar deb,
noma’lumi bir yoki bir necha o‘zgaruvchili funksiya va uning hosilalari bo‘lgan
tenglamalarga aytiladi.

Agar tenglamada noma’lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchining (o‘zgaruvchi
ikkitadan kam bo‘Imasligi kerak) funksiyasi bo‘lsa, bunday tenglama xususiy hosilali
differensial tenglama deyiladi.

Matematik fizikaning ko‘pchilik masalalari ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalarga keltiriladi. Bu tenglamalar, bizning asosiy o‘rganadigan
mavzumiz bo‘lgani uchun, bularni sinflarga ajratish, turlarini aniglash, kanonik

ko‘rinishga keltirish bizning asosiy maqgsadimiz hisoblanadi.
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1-ta’rif : X, y erkli o‘zgaruvchining u(X, y) noma’lum funksiyasi va funksiyaning
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari orasidagi bog‘lanishga, ikkinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalar deyiladi.

2-ta’rif: E2 fazoda ikkinchi tartibli xususiy hosilalari mavjud gandaydir u(x, y)
funksiya berilgan bo‘lsin ( Uy = Uy ). U holda

F(X, Y,u,Ux ,U Y ,Uxx ,Uyy ,Uyy )=0 (1)

tenglama umumiy holda berilgan xususiy hosilali tenglama deyiladi. Bu yerda F
- gandaydir funksiya.

Xuddi shunga o‘xshash ko*p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali

differensial tenglama quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:

F(X1 X2y Xn ,UyUx \Ux2 yeeeyUxny eee Ui xj oeee)= 0 (2

3-ta’rif : Xususiy hosilali differensial tenglama yuqori tartibli hosilalarga
nisbatan chizigli deyiladi, agarda u yuqori tartibli hosilalarga nisbatan ushbu
ko‘rinishga ega bo‘lsa:

a11(X, Y)- Uxx + 2812 (X, Y)- Uxy + a11(X, Y)-Uyy + F(X, y,u,ux ,uy )=0  (3)

4-ta’rif: Quyidagi ko‘rinishdagi tenglamalarga kvazichizigli tenglamalar
deyiladi:

au1(X, Y,U,Ux ,Uy )- Uxx + 2812 (X, Y,U,Uyx ,Uy ) Uxy + @11(X, Y,U,Ux,Uy )-Uy + F(X, Y,U,Ux
Uy )==0 (4)

5-ta’rif : Tenglama chizigli deyiladi, agarda u barcha xususiy hosilalarga va
noma’lum funksiyaning o‘ziga nisbatan ham chiziqgli bo‘lsa, ya’ni quyidagi ko‘rinishga
ega bo‘lsa,

all(x, y)- uxx +2al2 (x, y)- uxy + all(x, y)- uyy + b1(x, y)- ux + b2 (x, y)- uy +
cx,y)-u+f(x,y)=0 (5

Ushbu tenglamada all(x, y),al2(x, y),all(x, y),b1(x, y),b2(x, y),c(x,y) - (5)

tenglamaning koeffitsientlari, f (x, y) - (5) tenglamaning ozod hadi deyiladi.

—
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6-ta’rif : Agar (5) tenglamada f (x, y)= 0 bo‘lsa, u holda (5) tenglama bir jinsli
tenglama deyiladi. Aks holda, agar f (X, y )=0 bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglama deyiladi.

Biror fizik jarayonni to‘la o‘rganish uchun, bu jarayonni tasvirlayotgan
tenglamalardan tashqari, uning boshlang‘ich holatini (boshlang‘ich shartlarni) va
jarayon sodir bo‘ladigan sohaning chegarasidagi holatini (chegaraviy shartlarni) berish
zarurdir. Matematik nugtai nazardan, bu narsa differensial tenglamalar yechimining
yagona emasligi bilan bog‘liqdir.

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, n — tartibli

F(X,y,Y,...,y(n)=0

tenglamaning yechimi n ta ixtiyoriy o‘zgarmasga bog‘liqdir, ya’ni y = ¢(x,c1,...,cn
) . Bu o‘zgarmaslarni aniglash uchun noma’lum funksiya y(X) qo‘shimcha shartlarni
ganoatlantirishi kerak.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun bu masala murakkabroqdir. Bu
tenglamalarning yechimi ixtiyoriy o‘zgarmaslarga emas, balki ixtiyoriy funksiyalarga
bog‘lig bo‘lib, bu funksiyalar soni tenglamalar tartibiga teng bo‘ladi. Ixtiyoriy
funksiyalar argumentlarining soni yechim argumentlari sonidan bitta kam bo‘ladi.

1-misol. Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:

Uxy=0.

Dastlab x bo‘yicha, so‘ngra y bo‘yicha integrallaymiz, natijada

u(x, y) =fa(x) + 2 (y)

yechimni olamiz. Ko‘rib turganingizdek, xususiy hosilali differensial
tenglamaning yechimida tenglama tartibiga teng miqdorda, ya’ni ikkita funksiya
gatnashayapti, bu funksiyalar argumenti esa yechim argumentlari sonidan bitta kam.

2-misol. Quyidagi tenglamaning ham umumiy yechimini topaylik:

Uxyy=0.

Yugoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:

u(, y) =f1(x) y +f2 (x) + s (y) .

3-misol. Quyidagi tenglamaning ham umumiy yechimini topaylik:
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U xz=0.
Yuqgoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:
ux,y,z) =x-y-fix, y) + x - fo(x, 2) + fz (y, 2) .

Oxirgi misolda, ko‘rib turganingizdek yechimda tenglama tartibiga mos uchta
funksiya qatnashyapti, yechim uch o‘zgaruvchili bo‘lgani uchun bu funksiyalar
argumenti ikki o‘zgaruvchili.

Shunday qilib, aniq fizik jarayonni ifodolovchi yechimni ajratib olish uchun

go‘shimcha shartlarni berish zarurdir. Bunday qo‘shimcha shartlar boshlang‘ich
va chegaraviy shartlardan iboratdir.

Xarakteristik forma. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial

tenglamalarning klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi.

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
qanday kanonik ko‘rinishga keltiriladi? Shu masalani qarab chigaylik. Ko‘p
o‘zgaruvchili chiziqli ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama quyida
berilgan bo‘lsin :

n o, 9%
) g 6xi6xj

d
+3i By +Cu=f (6)

U holda ushbu tenglamaning xarakteristik formasi kvadratik forma bo‘ladi:

ij=1

Har bir fiksirlangan x nugtada Q kvadratik formani uncha giyin bo‘lmagan affin
almashtirishlari yordamida kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin:

Q=2 a; &} (7)

Bu yerda s 1, -1, 0 giymatlarni gabul qgiladi. (7) dagi manfiy va nol
koeffisiyentlar Q ni kanonik ko‘rinishga keltirish usuliga bog‘liq emas. Shunga asosan
(6) tenglama klassifikasiyalanadi:

7-ta’rif : (6) chizigli tenglama o‘zi aniqlangan qandaydir D sohada elliptik,
giperbolik yoki parabolik deyiladi, agar har bir x € D nugtada (7) dagi o

koeffisiyentlar mos ravishda: hammasi noldan fargli va bir xil ishorali; hammasi
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noldan fargli va har xil ishorali; yoki va nihoyat hech bo‘lmasi bittasi (hammasi emas)
nol bo‘lsa.

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalardan bittasini kanonik ko‘rinishga keltirish usulini garab chigaylik.
Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin:

Uyx + 2Uyy + 2Uyy, + 4Uy, + 5Uu,, =0
Ushbu tenglamaga mos xarakteristik kvadratik forma:

Q=22+212, + 225+ 42,45 + 513
Bu kvadratik formani, masalan, Lagranj usulidan foydalanib kanonik ko‘rinishga

keltiramiz:
Q=(4 +/12)2 + (42 + 213)2 +A§
Quyidagi belgilashlar Kiritamiz:
=0+ o=+ 2, 3=z (*)
va natijada Q formani kanonik ko‘rinishga keltiramiz:
Q=pf+u3+u3

Kvadratik formaga qarab tenglamamiz elliptik tipga tegishli deb aytishimiz

1 -1 2
mumkin. (*) tenglikdan A larni topib olamiz. Shunday qilib, M = (0 1 —2)
0 0 1

matrissali

quyidagi xosmas affin almashtirishlari: A4y = 14 — o + 243, 1o = 1o — 2485, Az = 113

Q formani kanonik ko‘rinishga keltiradi:
Q = i + 5 + p3

Berilgan differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiradigan xosmas affin

almashtirishining matrisasi M matrisaga simmetrik bo‘lgan matrisa bo‘ladi:

1 0 O
M* = (—1 1 0
2 =21

@ https://scientific-jl.org/obr 41175 Buoinyck scypuana Ne-63
' ‘ Yacmo—2_ Despans —2025



. NN
’ %= ObPA3OBAHHUE HAYKA H HHHOBAIIUOHHBbIE H/IEU B MUPE b A
Mo 2181-3187

bu almashtitish quyidagi ko’rinishga ega: E=X; n=-X+Yy;{=2Xx-2y+z. &
=X, n=-X+Yy;{=2X—-2y+1Z.

Shulardan va u(x, y, z) = v(¢,n) belgilashdan foydalanib, quyidagilarni topamiz:

Uxx = Vee+ Vigp + AV — 2Vep + Ve — AV

Uy =V + 4V — 4V, Uz =V,

Uxy=—Vyyp— 4V +Veyp— 2Vee+ Ao Uy =—=2Vee+ Ve

Topilgan ifodalarni tenglamaga etib qo‘yib, soddalashtirishlar bajargandan so‘ng,
quyida tenglamaning kanonik ko‘rinishini olamiz: Ves+ vy, + Ve =0

Parabolik tipdagi tenglamaga keladigan ba’zi bir tabiiy jarayonlar.

Matematik modellar universallik xarakteriga ega. Parabolik tipdagi tenglamalar —
matematik model universalligiga bitta misol. Ular turli tabiatdagi jarayonlarni
ifodalaydi. Shuni ta’kidlashimiz lozimki, parabolik tenglamalar tartibsiz xaotik
jarayonlar bilan bog’liq (Issiqlik tarqalishi,diffuziya...). Ammo ular ko’pgina
tartiblangan jarayonlarga ham qo’llaniladi (yer osti suvlarining harakati, gazni
filtirlash...). Matematik modellarning universalligi bizni o’rab turgan olam birligini
anglatadi. Shu sababli ba’zi bir hodisalarning matematik modellari umuman boshga

turdagi jarayonga ham qo’llaniladi.

Parabolik tenglamalar.

Obyekt(jarayon) Asosiy farazlar va qonunlar

_ o . Massaning  saglanishi,  Darsiy
Yer osti suvlarining harakati

gonuni

o | - Energiyaning saqglanishi, Fur’ye
Issiglik tarqalishi, diffuziya ) _ o
o gonuni, massaning saglanishi, Fuk
hodisasi _
gonuni
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Energiyaning saqglanishi, Fur’ye
Amyobalarning to’planishi gonuni, massaning saqglanishi, Fuk

gonuni

. ) ] Markov  ayniyati, jarayonning
Tasodifiy Markov jarayoni _ o
kuchli uzluksizligi

_ . Qonunga bo’ysunuvchanlik,
lyerarxiya hokimiyatining | . _ o
_ D iyerarxiyada  hokimiyatning  gayta
tagsimlanish dinamikasi _ _ o _
tagsimlanish mexanizmi postulatlari.

Quyida ba’zi bir parabolik tipdagi tenglamaga keladigan tabiiy jarayonlarni

ko’rib chigamiz:

Issiglik tarqalish tenglamasi. Ko‘ndalang kesim o‘lchamlari uzunlik
o‘Ichamiga nisbatan juda kichik bulgan ingichka to‘g‘ri brus sterjen deb ataladi. Sterjen
silindrik yoki prizmatik formada bo‘lib, ko‘ndalang kesim yuzi hamma joyda bir xil.
Faraz qgilaylik, bir jinsli, temperaturasi vaqt o‘tishi bilan o‘zgaradigan metall sterjen
berilgan bo‘lib, uning yon sirti va uchlari tashgi muhit bilan issiglik almashmaydigan
bo‘lsin. Agar sterjen boshlag‘ich holatda notekis isitilgan bo‘lsa, issiqlik tarqalish
hodisasiga ko‘ra uning ko‘proq isigan qismidan kamroq isigan gismiga issiglik
targaladi va vaqt o‘tishi bilan uning hamma joyida temperatura bir xil bo‘ladi. Agar X
o’qni sterjen uki bo’ylab yo’naltirsak, u holda u temperatura x koordinata va t vagtning
funksiyasi bo‘ladi, ya’ni u = u(x,t). O‘zgarmas t uchun u(x,t) sterjenning ixtiyoriy x

koordinataga mos ko‘ndalang kesimidagi nuqtaning
shu paytdagi temperaturasini aniglaymiz:

Jdu
0x

xususiy hosila esa X 0’q bo’ylab temperaturaning o‘zgarish tezligini ifodalaydi.
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Agar X ni o‘zgarmas deb qaralsa, u(x,t) funksiya sterjenning x ga mos kelgan

ko‘ndalang kesimida vaqt o‘tishi bilan temperaturaning o‘zgarish qonunini ifodalaydi.

Issiglik targalish tenglamasini chiqgarish uchun fizikaning quyidagi issiglik

tarqalishi bilan bog‘liq bo’lgan qonuniyatlaridan foydalanamiz.

1. Sterjenning ko‘ndalang kesimidan dt vaqt ichida o’tgan issiglik miqdori shu
kesim yuziga, temperaturaning kesim yuziga perpendikulyar yo’nalashdagi o‘zgarish

tezligiga va dt vaqt oralig’iga proporsionaldir. Bu migdorni dQ desak,
ou
dQ = —kS > dt (8)
bunda k - issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, S - ko‘ndalang kesim yuzi. (8)

formuladagi minus shuni anglatadiki, agar issiglik ogimi X o’qning musbat yo‘nalishi

bo‘yicha tarqalsa, issiglik miqdori musbat deb hisoblanadi. Agar g—z >0

bo‘lsa, u holda X o’sishi bilan temperatura oshib boradi va issiglik sterjenning
ko‘prok isigan qismidan kamroq isigan qismiga qarab tarqaladi va demak, issiglik
ogimi x ning kamayish tomoniga yo’naladi, ya’ni uning miqdori manfiy bo‘ladi. Biz
bir jinsli va temperaturasi vaqt o‘tishi bilan sekin o‘zgaradigan sterjenni

garayotganimiz uchun issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti Kk = const bo‘ladi.

2. Sterjenga uning ichidagi temperaturani dt vaqt ichida du ga oshirish uchun

beriladigan issiglik migdori
dQ = cpVdu 9)

ga teng, bu yerda c - sterjenning issiglik sig‘imi, p - uning zichligi, V -

garalayotgan sohaning hajmi.

Berilgan sterjenda x va x + dx absissalarga mos kelgan ko‘ndalang kesimlar

orasidagi sohachani ajratamiz va uning uchun issiglik balansi (muvozanati)

@ https://scientific-jl.org/obr < 1'20; ) Buoinyck scypuana Ne-63
Yo Yacmo—2_ Despans —2025



= NN
#®%  OBPA30BAHHUE HAYKA H HHHOBAIIHOHHBIE H/IEH B MUPE b A
=== 2181-3187

tenglamasini tuzamiz. (8) formulaga ko‘ra X absissali ko‘ndalang kesimdan dt
vaqt ichida
kirgan issiglik miqgdori —kS(Z—Z)xdt ,shu vaqt ichida x+dx abssisali

ko’ndalang kesimdan Kkirgan issiqlik miqdori —kS (2—5) ~+dxdt ga teng. dt vaqtda

garalayotgan sohacha ichida saqlangan issiglik miqgdori yuqoridagi issiglik

miqdorlarining ayirmasiga teng bo’ladi, ya’ni
ou ou
—kS(a)xdt + ks(a)x+dxdt
Bu esa cheksiz kichik aniglik bilan
dQ = kS % dxdt (10)
Q= dx? X

Ikkinchi tomondan, dt vaqtda temperaturaning o’zgarishini du = %dt

desak, shu vaqtda garalayotgan sohacha ichidagi issiglik migdori (9) ga ko’ra
dQ = cpVdx 2 dt (1)

ga teng bo‘ladi ( bu yerda V = Sdx ). (2.2.3) va (2.2.4) larni tenglashtirib,

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerdan (10) va (11) tenglamalarni tenglashtirib,

ol = g2 (12)

at ox2

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda a? = % belgilash kiritsak, bir jinsli

sterjen uchun issiglik tarqalish tenglamasiga ega bo’lamiz:

Ju 2 %u
— = qac—
at dx2

(13)

bunda a = % issiqlik o’tkazuvchanlik koeffitsiyenti deyiladi. (13)

tenglama bir
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o‘lchovli xususiy hosilali differensial tenglama bo‘lib, issiglik tarqalish

tenglamasi deyiladi. U chiziqgli va bir jinslidir.
Foydalanilgan adabiyotlar.

1. Camapckuii A.A., MuxaiiinoB A.Il. MaremaTudeckoe MOJIeIMpOBaHUE:

Nneun. Metonpl. [Ipumepsi, Mocka: «Hayka». 1997.

2. l'ogynoB C.K., Pomenckwmii E.I. DiieMeHTHI MEXaHUKHU CIUIONTHBIX CPEJl U 3aKOHBI
coxpanenusi HoBocubupck: «Hayunas kaura». 1998.

3.boxun A.M., JlopoBckuii B.H. TIpoGiemMpl MaTeMaTHYECKOTO MOJCIUPOBAHUS B
Teopur MHOrockopoctHoro koHtuHyyma. CO PAH, HoBocubupck, 1994.

4. TonynoB C.K. r., cT. DieMeHThI MEXaHUKH CIUIOMHOM cpenbl. M., «Hayka», 1978
5. Colella, E.G. Puckett Modern Numerical Method for Fluid Flow. Internet
resources, E-mail: egpuckett@ucdavis.edu

6. Camapckmii A. A. Teopus pa3HOCTHBIX cxeM: YdueOHoe mocodue. — 2-¢ u3ll. — M.:
Hayxka, 1983.

7. TuxonoB A. H., Camapckuii A. A. YpaBHEeHUs] MaTeMaTUUYECKON (PU3UKHU. — 6-€ U311,
— M.: Hayka, 1999.

8. Kommoropos A.H., ®omun C.B. @ynknuonansHeii ananus. M.: Hayka, 1984.

9. bopoBkoB A.A. Teopus BepositHocTeil. M.: Hayka, 1984.

10. bopoBkoB A.A. Marematndeckas ctatuctuka. M.: Hayka, 1984.

@ https://scientific-jl.org/obr < 1'2 2% Buoinyck scypuana Ne-63
L Yacmo—2_ Despans —2025



