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IKKINCHI TARTIBLI TENGLAMALAR UCHUN CHEGARAVIY
MASALA

Fazliddinova Nigora Avaz qizi
Farg’ona davlat universuteti

Amaliy matematika yo’nalishi

1- bosgich magistranti

Mamajonova Dilnoza Dilshodjon gizi
Farg’ona davlat universuteti

Amaliy matematika yo’nalishi
1- bosgich magistranti

ANNOTATSIYA. Ushbu magolada ikkinchi tartibli differensial tenglamalar
uchun chegaraviy masalalar ko‘rib chiqiladi. Masalaning qo‘yilishi, uning yaxshi
sharoitli bo‘lishi uchun zarur va yetarli shartlar, shuningdek, yechimlarni topish
usullari tahlil gilinadi. Ayirma sxemalar yordamida sonli yechimlar olinishi va ularning
bargarorligi muhokama qilinadi. Shuningdek, chegaraviy masalaning yaxshi sharoitli
bo‘lishini ta’minlovchi omillar tahlil gilinadi va asosiy matematik formulalar

keltiriladi. Magolada nazariy natijalar misollar orgali tasdiglanadi.

Kalit so‘zlar: ikkinchi tartibli tenglamalar, chegaraviy masala, ayirma sxemalar,

yaxshi sharoitli masala, bargarorlik, yechimlar.

KIRISH. Matematik fizika tenglamalarining yechimlarini topish masalasi ilmiy
va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga ega. Bunday tenglamalar ko‘plab tabiiy va

texnik jarayonlarni tavsiflashda qo‘llaniladi. Xususan, ikkinchi tartibli differensial

—
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tenglamalar bilan ifodalanadigan chegaraviy masalalar issiglik o'tkazuvchanligi,

elastiklik nazariyasi va suyuqlik dinamikasi kabi sohalarda keng qo‘llaniladi.

Bunday masalalarni tahlil gilishda ularning yaxshi sharoitli (yaxshi qo‘llanish
mumkin bo‘lgan) ekanligini aniqlash muhimdir. Yaxshi sharoitlilik masalaning yagona
va barqaror yechimga ega bo‘lishini ta’minlaydi, bu esa nazariy va sonli yechimlarni

olishda katta rol o‘ynaydi.

Ushbu magolada ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun chegaraviy
masalalarning yaxshi sharoitli bo‘lishi uchun zarur va yetarli shartlar o‘rganiladi.
Shuningdek, masalalarning yechimlarini topish usullari, aynigsa ayirma sxemalar
orgali yechim olish metodlari tahlil gilinadi. Maqolada nazariy natijalar misollar bilan

mustahkamlanadi.

Ushbu bobda gqaralayotgan ko'rinishdagi chegaraviy masalalar oddiy
differensial tenglamalar va xususiy hosilali tenglamalarni sonli yechish uchun ayirma

sxemalarini qo'llashda yuzaga keladi.
Masalaning qo‘yilishi. Yaxshi sharoitli bo‘lish belgilari.

1. Masalaning qo‘yilishi. Eng sodda chegaraviy masala to‘r funksiyasi {u,},
n=012..,N, ni quyidagi ayirma tenglamani ganoatlantiradigan holda topishdan

iborat:
au_ +bu+cu  =f, n=012.,N-1, (1)

ichki nugtalarda O<n<N, to’r segmentining soni 0<n<N, va berilgan

giymatlarni gabul giladi

U=¢, Uy=V¥ (2)
Chegaraviy masala ayirma tenglamalar tizimlari uchun 7-bandda ifodalanadi.

Tenglama
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a,u._,+bu +cu ,=f, a=0 ¢ =0

n n

Shuningdek, gizigarli savol yuzaga keladi: agar chegaraviy shart (2) dagidek
to‘rning chegaraviy nuqtalaridagi qiymatlarni emas, balki oraliqdagi ikkita boshqa

nuqtadagi giymatlarni bersak, yechimini bir giymatli aniglash mumkinmi?

Keling, quyidagi chegaraviy masalani ko‘rib chigamiz:

u,,—u,+u.., =0, n=12,...,299, (3)

U, = 0, Usoo =1 (4)

(3)-tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha yozilishi mumkin:
u, = cosn—”+ sinn—ﬂ
n 7/1 3 72 3 *

Shartdan u, =0, quyidagicha kelib chigadi: », =0..

Shartni u,,, =1 bajarish uchun », ni quyidagi tenglamadan tanlash kerak:

. 3007
Uggy = 7, SIN = =1.

Lekin bu tenglama echimsiz, chunki har ganday y, uchun uning chap gismi

nolga teng, lekin birga emas.

Agar u,,=1 sharti o‘rniga u,,=0 (sharti u,=0, o0°‘z o‘rnida qolganda)
tanlansa, unda y, yana nolga teng bo‘lishi kerak, va bu holda y, har ganday giymatga

ega bo‘lishi mumkin:

yzsin¥=y2-ozo

Ko‘rib turibmizki, (1), (2) chegaraviy masala, umuman olganda, yechimga ega
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bo‘lmasligi yoki uning yechimi yagona bo‘lmasligi mumkin. Ammo chegaraviy

masalalar bilan ko‘pincha duch kelinadi.

Ma’lum bo‘lishicha, yetarlicha keng sinflar mavjud bo‘lib, ular uchun (1), (2)
chegaraviy masala nafaqat har doim bir qiymatli hal etiladi, balki berilgan o‘ng qismlar
¢, w va f dagi xatolarni yaxlitlashga "kam" sezgirlikka ega, ya’ni "yaxshi
shartlangan™ bo‘ladi.

2. Yaxshi shartlanganlikni aniglash. Differensial chegaraviy masalalarni
taxminiy yechish uchun farqli sxemalarni o‘rganishda, odatda, bitta masalani emas,
balki bu masala uchun to‘rning yanada kichikroq qadamlarida paydo bo‘ladigan bir
butun oilasini ko‘rib chigadilar. Shunda N sonini ushbu oilaga bog‘liq parametr deb

hisoblash mumkin. To‘rni kichraytirish N ning o‘sishiga mos keladi.

Ko‘raylik, agar chegaraviy farqli masala (1), (2) koeffitsientlari a, , b,, ¢

n’? n

quyidagi shartni bajaruvchi birgalikda cheklangan holda, , |a,|,|b,|.|c,|]< K ya’ni yaxshi
shartlangan deb ataladi, agar yetarlicha katta N uchun uning yagona yechimi mavjud
bo‘lsa va bu yechim {u,} o‘zi bilan tasodifiy o‘ng tomon qismlari ¢, v va f va
giymatlariga mos keladigan u,,u,,...,u, sonlari uchun quyidagi baholashni

ganoatlantirsa:
Jup|< M max{ g}, jp] . max|f, |}, (6)

M bu yerda — N ga bogliq bo‘lmagan biror bir son.

Ba’zan yaxshi shartlangan bo‘lgan masalalarga, M ni doimiy qabul qilib
bo‘lmaydigan, lekin o‘sish darajasidan tez bo‘lmagan holda tanlash mumkin bo‘lgan
masalalar ham N ga tegishli bo‘ladi. Masalan, M =CN Yyoki M =CN?.

Keltirilgan yaxshi shartlanganlik ta’rifi chiziqli tenglamalar sistemalari nazariyasida

qabul gilingan ta’rifga ekvivalent bo‘lib, bunda Ax = gsistemasi uchun shartlanganlik

o‘lchovi sifatida matritsa A ning normasi va uning teskari matritsasi A™ normasi
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ko‘paytmasi |AI*[A7 olinadi.
Tengsizlik (5) bajarilishi, N sonining o‘sishi bilan yechim u ning o‘ng tomon
gismlaridagi ¢, v va f qgiymatlarni berishda yuzaga keladigan xatoliklarga (masalan,

o‘Ichash xatolari yoki yaxlitlash xatolari) sezgirligi oshmasligini anglatadi. Hagigatan

ham, agar ¢+Ag,w+Ay, f +Af mos ravishda berilgan bo‘lsa, unda yechim u,
o‘zgarishni gabul qiladi. Ushbu o‘zgarish masala (1), (2) ning chizigliligi tufayli

quyidagi masalaning yechimi hisoblanadi:

a,Au, ,+nAu +CAu ,=Af ,0<n<N
Au, = Ag,Au = Ay

(5) tufayli quyidagi bahoni ganoatlantiradi:

[Au, | < M max {[Ag] |aw], max|af, |

Har ganday bir giymatli yechimga ega bo‘lgan chegaraviy masala (1), (2) yaxshi
shartlangan bo‘lavermaydi. Masalan, agar masalaning o‘ng tomon qismlari

quyidagicha bo‘lsa:

Uy _5un + 6un—l = fn}
Uy =, Uy =¥

va ularga quyidagi o‘zgarishlar Kiritilsa:
Af. =0,Ay =0,Ap=¢,

unda yechimi quyidagi 0°zgarishni oladi:

N-n
(3
A, =2" 22 Ag, n=0,1..,N
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Shundan kelib chigadi:

Au, , >2N* -15.
3

N-1 =

¢ qiymatining kichik o‘zgarishi ¢ soni bilan N o‘sishi bilan tez ortib boruvchi

yechimning buzilishini keltirib chigaradi. Tengsizlik (5) dagi M sonini eksponenta
o‘sishidan sekinroq bo‘lgan miqdorga teng qilib olish mumkin emas: 2" 2

3. Yaxshi shartlanganlikning yetarli belgisi

Teorema. Agar koeffitsiyentlar a,, b,, ¢, quyidagi shartni ganoatlantirsa:
b,| > a,|+|c,|+ 5,6 >0

Shunda masala (1), (2) yaxshi shartlangan bo‘lib, yechim {u,} quyidagi

baholashni ganoatlantiradi:

1
o< max vl S5, ()

Isbot. Avval, berilgan qat’iy ¢, v va f, giymatlari uchun masala (1), (2)

yechim {u,} gaega ekanligini faraz qilamiz va uning uchun baholashni (7) ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, |u,|, n=0,1,...,N orasidagi eng katta giymat |u,| bo‘Isin. Agar k =0 yoki
k=N, u holda tengsizlik (7) aniq, chunki u, =¢,u, =y . Qolgan holatda O<k <N,

|uk| > |un| bo‘lsin. Bu holda, (6) ni hisobga olgan holda, quyidagilarni yozish mumkin:
by Ju | =[a s = Uy + Fl <lay]- il +] £l < ([ + e lue |+ i

va shundan:
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tengsizlik (6) ham bajariladi.

Endi isbotlash qoldi: (1), (2) masalasi berilgan o‘ng tomonlar ¢,  va f, uchun

yechimga ega va bu yechim yagona.

Masalani (1), (2) (N+1) ta noma’lum (Uy,U,,...,uy)ga nisbatan chizigli
tenglamalar tizimi sifatida ko‘rib chiqish mumkin. Shuning uchun ushbu tizim
determinantining nolga teng emasligini ko‘rsatish kerak. Algebradan ma’lumki, tizim
determinanti fagat shu shartda nolga teng emas, agar unga mos keluvchi gomogen tizim
fagat nol (trivial) yechimga ega bo‘lsa. Ammo (1), (2) gomogen tizim o=y = f_ =0
bo‘lgan holda quyidagicha bo‘ladi. (7) baholashidan (har ganday yechim uchun {u,},
bu holda faqat trivial yechim u, =0 mavjudligi ko‘rinadi.

(1), (2) masalaning yaxshi sharoitlanganligi uchun yetarli shart quyidagicha:

|bn|_|an|_|cn|>
>0 >0, max{|a,|,|b,|,|c,|} =B >0. (8)
b+l Ukl

bu yerda @ va B, N van gabog‘liq bo‘lmagan ayrim doimiylar. Hagiqatan ham,
(8) dan (6) quyidagi doimiy bilan kelib chigadi:

8 =0/(|b,|+[a,|+|c,|) = 6B > 0.

Shunday qilib, (7) quyidagi shaklga keladi:
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1
= — flr. (9
U] maX{le,lwl,gB max| ml} (9)

4. Doimiy koeffitsientli chegaraviy masalaning yaxshi sharoitlanganlik

mezoni.

Teorema. Quyidagi chegaraviy masalaning yaxshi sharoitlanganligi uchun

au _,+bu +cu ,=f 0<n<N,
(10)
u0 :(D’un =y

doimiy koeffitsientlar uchun shart va yetarli bo‘ladigan holat - bu xarakteristik

tenglamaning q, va q, ildizlari
a+bgq+cg’=0  (11)

moduli bo‘yicha bittasi birdan katta, ikkinchisi birdan kichik bo‘lishi zarur. Ya’ni

quyidagi tengsizliklar bajarilishi kerak:
0 4 0
|q1|s1—E [o \31—5 (12)

bu yerda & - ayrim ijobiy doimiy.

Agar koeffitsientlar a,b,c haqiqiy bo‘lsa, unda (12) yaxshi sharoitlanganlik

mezonini quyidagi qulay shaklda ifodalash mumkin:

bl-lare L o003
[bf +[a] +c]
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Mezonning (13) qulayligi shundaki, u ildizlar g, va g, ni hisoblashsiz, bevosita
tekshirilishi mumkin.
(12) mezonining isboti ushbu paragraflarning 6-bandida keltirilgan.
5. O‘zgaruvchi koeffitsientlarga ega masalaning yaxshi sharoitlanganlik

mezoni.

(12) mezoni doimiy koeffitsientli ayirma tenglamasi uchun oldingi bandda
keltirilgan masalaning yaxshi sharoitlanganligini o‘zgaruvchi koeffitsientlar uchun
umumlashtiradi, agar bu koeffitsientlar yetarlicha "silliq" o‘zgarsa.

au ,+bu +c.u

n-n-1

f O<n<N (1)

n“n+tl = 'n

Uy =p,u, =y (2)

Bu umumlashmani anigroq ifodalaymiz. (1)-tenglamaga nisbatan, uning

koeffitsientlari quyidagi shartlarni bajarishini taxmin gilamiz:

la,|<M b,| <M lc,| <M

d, =max{[a,|,b,/.|c,|} = B > 0.

n

Bu yerda M va B, N va n ga bog‘liq emas deb taxmin qilinadi.

Teorema. Aytaylik, (1), (2) masalaning koeffitsientlari quyidagi shartlarni

bajaradi:
k—1|" k—1["
la,—a|<D|— \[b,—b|<D}— ,
N N
w (14)
o —¢|< D‘% ,D>0,0>0.
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U holda, (1), (2) masalaning yaxshi sharoitlanganligi uchun zarur va yetarli

shart shundan iboratki, (15)-kvadratik tenglama ildizlari q, va g, quyidagi shartni

bajarsin:
a +bqg+cqg®=0 O<n<N
0 i 0
|q1|<1—5 ‘q21‘<1—5

Shartlar (14) koeffitsientlarning silliglik talabini ifodalaydi. Ular quyidagi
holda bajariladi, masalan, agar:

a,=a(n/N),b,=b(n/N),c,=c(n/N),

bu yerda a(x),b(x),c(x) — 0<x<1 kesmada aniglangan va Goélder shartini

ganoatlantiruvchi ba'zi funksiyalar:

w
1

a(x)—a(x’)
b(x)—b(x')

c(x)—c(x')

<D|x—x

<D|x-x]",

2]

<D[x-x".

Tenglama (15) fargli tenglama uchun tuzilgan xarakteristik tenglama
hisoblanadi:

au,, +bu,+cu,, =0

bu yerda a,b,c — doimiy koeffitsientlar bo‘lib, o‘zgaruvchan a,, b,, c

n n

koeffitsientlarining belgilangan giymatidagi qiymatlariga mos keladi, ya'ni:

a=a,b=b,c=c,
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Agar a,, b,, ¢, — haqiqiy koeffitsientlar bo‘lsa, 3-bo‘limning 3-paragrafidagi

(16) shartni quyidagi oson tekshiriladigan shart bilan almashtirish mumkin:

L e T
b, | +[a| +c|

bu yerda 6 - N van gabog‘liq emas.

Agar |a, +c,|=[a,|+|c,|, bo'lsa, unda (17)-shart (8)-shart bilan mos keladi va
silliglik hamda koeffitsientlarning haqiqiyligi hagidagi taxminlarsiz yaxshi shartlilikni
ta'minlaydi.

6. Doimiy koeffitsientli chegaraviy masalaning yaxshi shartlilik
kriteriyasini asoslash. 4-bo‘limda keltirilgan chegaraviy masalaning yaxshi shartlilik

Kriteriyasini isbotlaymiz. Chegaraviy masala quyidagicha ifodalanadi:

au _,+bu +cu ,=f ,0<n<N,
(10)
u0 :¢)7un :l//

va quyidagi tasdigni ko‘rsatadi. (10)-masalaning yaxshi shartli bo‘lishi uchun

zarur va yetarli shart bu shuki, xarakteristik tenglamaning
a+bq+cg®’=0  (11)
ildizlari quyidagi turdagi tengsizliklarni ganoatlantirishi kerak:

0

0 ]
|q1|31—E ‘qzl‘sl—E (12)
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bu yerda & — ayrim ijobiy doimiy giymat.

Yetarlilik. (10)-masalaning yechimini ikkita to‘r funksiyasining yig‘indisi

shaklida tasavvur gilamiz:

u,=u,+0, (18)

bu yerda {T,} quyidagi masalaning yechimi:

au _,+bu +ct ,=00<n<N,
(19)

l-To =, l-TN =V,
va {U,} quyidagi masalaning yechimi:

ad._,+bd +cd ,=f ,0<n<N,
(20)

(19)-masalaning yechimi quyidagi ko‘rinishga ega:
u, = Ag, + Ba;,
bu yerda A va B quyidagi shartlardan aniglanadi: U, = o,U, =y :

0 - -y,

N
q1n+ v —@Q,

g (21)
1-(ag;)  1-(ag)"

Endi 1-6/ 2= p,deb belgilab, (21)-dan quyidagini hosil gilamiz:
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max(pnpN—n)

|Un|32 1_,02N

max ([, j])-

Shunday qilib, barcha N>2 va n=0,1,...,N uchun:

1 2 4
0, < 3= mex (el l) = gmax(ioblvl).  23)

m—

(22)

Agar N va N—n yetarlicha katta sonlar bo‘lsa, (22)-tengsizlikdagi koeffitsient

istalgan darajada kichik bo‘ladi. Masalan, n>6/6,N —n>6/6& uchun

-5 T3]

Bu yerda quyidagi mashhur tengsizlikdan foydalanilgan:

e R

a =§,b = 2da. Shunday qilib,

3

n __N-n

max(pp - )<

(4)3 1 _1
1-p™N 9 1_(4)‘3 10°

9

Shuning uchun (22)dan n>6/6,N —n >6/60
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o | <max(olv]). (29

(20) masala bo‘yicha {d,} yechimini baholaymiz. G, -ni ikki masalaning

yechimlari yig‘indisi ko‘rinishida ifodalaymiz:

U, =u +u, 0<n<N

2ta masalaning yechimi — masala:

. . . f.0<n<N,
au.,+bu +cu =7 " : (25)
0,n<0yokin> N,

2.Masala:

n+1
!

au’ ,+bu’ +cu ,=0,0<n<N,
., . (26)
Uy = —Ug, Uy, =—Uy,.

(25) masala {un} bo‘yicha cheklangan yechim mavjud, yagona va (15)

baholashga mos keladi:

Uy

< é_f; ma>r<n £ (27)

B =max{(a o, )

Xususan,

Uo

sﬁmax|fm|
BO .

(27)

Uy

sﬁmax|fm|
B .
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(26) masala bo‘yicha {u;} yechimini baholash uchun, bu masala (19) masalaga

o‘xshash bo‘lganligi sababli, (21) -formula va (23) -baholashdan foydalanamiz, fagat

@ Va w ni —u; va —uy gaalmashtiramiz:

!

u

n

*

Uo

u;‘,)

gﬂmax(
0
Endi (27')-ni ham inobatga olamiz:

!
un

64
< B mngx| fl (28)

(27) va (28) baholarini 6 <2 shartini hisobga olib birlashtirsak, quyidagini

olamiz:

a s%mﬁ\ﬂ o (29)

n |

Shunday gilib, dastlabki masala {u,} yechimi uchun (23) va (29)-baholarni

birlashtirib, quyidagini olamiz:
.. 128 4
<[+, < oy max|f + S max (ol ) 30)
(30) baholash yaxshi shartlanganlikni ta’minlaydi:

Ju| < M max( o, ], max| £,

@ https://scientific-jl.org/obr <749 ¥ Buoinyck scypuana Ne-62
‘ ' Yacmv—4_ Aneapp —2025



#s NN
@& OBPA30BAHHE HAYKA H HHHOBAI[HOHHBIE HIEH B MHPE » A
=r= 2181-3187

m—

128 4

M=—+o+
Bo® 6

Agar n>6/6,N —n>6/0 bo‘lsa, (23) tengsizlik o‘rniga (24) tengsizlikdan
foydalanib, (30) baholashni anigroq ko‘rinishda ifodalash mumkin:

128 1
Jun| < S max| | +zmax(el ) @D

Yoki

1 :
lu,|< M1m$x|fm|+gmax(|¢|,|w|) (31)

Zarurlik. Avvalo ta'kidlaymizki, agar (12) shartlari hech ganday musbat &
uchun bajarilmasa, unda xarakteristik tenglama

P(q)=a+bg+cq®=0
1. Har ikkala ildiz ham birlikdan kichik:
oy < p<1 la,|<p <1 (32)

2. Har ikkala ildiz ham birlikdan katta:

o> p>1 a,|>p>1  (33)

3. Hech bo‘lmaganda bittasi birlikka teng:

|q1| =i (34)
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Tartiblangan shartlar (32), (33) va (34) ragamlari bilan mos keladi.

Ko‘rsatamizki, barcha uchta holatda yaxshi shartlilik mavjud emas.
Buni ishotlash uchun uchta holatning har birida shunday {u,} funksiyalarini

quramizki, ular quyidagi turdagi masalaning yechimlari bo‘lsin:
au,,+bu +cu ,=f,0<n<N
n-1 n n+l n } (35)
U, =u, =0

va shartlar bajarilsin:
max|u,|> M, max|f,| (36)

(32) holatda, ¢, = q, deb faraz qgilib, aniglik uchun quyidagicha olamiz:

- q —0d,,0sn<N-1
" |0o,n=N

Shunda

max|u |>|u|=|9,—J,|>0
¢ Uy 2 uy| =g, - a| (37)
a+bgq+cq’=0

Masalaning (35) o‘ng qismi {f,} quyidagicha:

0,agarn = N -1

f =au_,+bu_+cu_, =
no T T {—c(qlN—qz“‘),agarn:N—l

Shundan kelib chigadi:

mn§71x|fm|:|1‘N_1|s2|c|,oN (38)
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(37) va (38) ni solishtirib, (36)-dagi tengsizlikni bajarish uchun quyidagicha olish
kerak:

|Q1_q2| s
M, = —0| =
N 2|C|pN pN

(33)-holat (32)-holatga o‘xshashdir.
Agar (34) bajarilsa, unda quyidagicha olamiz:

un:ql”sinnW” 0<n<N

Shunda, aniq:

max(u,|>>  (39)
|f,| uchun quyidagi bahoni olamiz:
|f.|=]au,_, +bu, +cu,,,|=

n-1 n+1
=|(ag* +bay +cq{‘*l)sinnW”+aq{‘1 (sin%—sin nWﬂ]+cql”*l (sin%—sin r:\l_ﬂJ

n-1 n+1
=lagy™ sin "=D7 _ i 17 +cg;" sin{DT_gjn 12
N N N N

T
<(al+lel)
(40)
(39) va (40)-dan quyidagisi kelib chigadi, tengsizlik (36) quyidagicha bajariladi:

N
T (PTRy

Shunday qilib, bu yerda yaxshi shartli bargarorlik mavjud emas, agar M ning N

dan mustaqilligini tengsizlik (5) talabida tushunsak.

7. Chizigli tenglamalar tizimi uchun umumiy chegara masalalari
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(1)-masala, (2)-masala — ikkinchi tartibli tenglama uchun oddiy chegara

masalalari.

Chegara masalalarining yaxshi shartli bargarorligi uchun zarur va yetarli
shartlarni dalilsiz shakllantiramiz. Bu masala diskret intervallar uchun tizimlar uchun
tegishlidir (V.S. Ryabenkiy, J. V. M. va M. F. 4, 2 (1964)).

Chegara masalasi vektor funksiyalari u,, n=0,1,2,3,..,N ni qondirish uchun

talab giladi, shundayki:

ko
Z A(,num—k :fn ) kO <n<N _kO (1!)

k=—ko

2k, 2k,

iZ:O:OCiUi =0, ;ﬂiqu =y (21)

Bu yerda A, — ma’lum tartibli m>1 kvadrat matritsalar; u,, f, — xuddi
shu o‘lchamdagi vektorlar; ¢, — m ta ustun va r >0 ta qatorli matritsalar; 3 — m ta
ustun va s>0 ta qatorli matritsalar; ¢ — berilgan r-o‘lchamli vektor; w — berilgan

s -o0‘lchamli vektor.

Masala (1), (2') yaxshi qo‘yilgan bo‘ladi, agar u u, yechimiga ega bo‘lsa va

bu yechim {f },¢, v ning ixtiyoriy giymatlarida quyidagi shartni ganoatlantirsa:
max|u, < M max o], o max |

Ko‘rsatkichlar A , hagida, quyidagini faraz gilamiz:
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Ak,n = A( (ﬁj

[A ()= A(X)

<D|x-x|" D>0 >0 (14)
Keyinchalik, faraz gilamiz:

() =max|A (] 25 >0

Ushbu cheklovlar asosida, masalaning ('), (2') yaxshi qo‘yilgan bo‘lishi

uchun, quyidagi har bir shart bajarilishi zarur va yetarlidir:

1° Shart: Tenglamalarning ildizlari » va v orasida

ko
det 3 A (x) ™ =0

k=—k,

det i A (x)ve =0

k=-kq
Moduli bo‘yicha teng birliklar yo‘q, bunda tenglamalardagi » va v ildizlari

quyidagi to‘rtta tengsizlikdan har birini qanoatlantiradi:

bu yerda >0 x ga bog‘liq emas.
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2° Shart: «; matritsalarining r o‘lchami, moduli birlikdan kichik bo‘lgan

ildizlari soniga teng, g, matritsalarining s o‘lchami esa moduli birlikdan kichik bo‘lgan

v ildizlari soniga teng.

3° Shart: u,, n>0 yechimlari orasida quyidagi masala uchun

kO

Z A< (0)un+k =0, ko <N<oo
K=k,
2k,

Z:aiui =0
i=0

Va {u,} , n<N yechimlari orasida quyidagi masala uchun

ko

z A< (1)un+k =0,—0o<n<N-— kO
K=k,
2k,

ZﬂiuN—i =0

nolga tenglikdan farqli cheklovlar yo‘q.

So‘nggi 3° shartni N ga bog‘ligq bo‘lmagan elementlarga ega

determinantlarning nolga aylanmasligi shaklida ifodalash mumkin.

Keltirilgan kriteriy asosida yaxshi qo‘yilganlik shartlarini tekshirib, masalani

quyidagicha ko‘rib chigamiz:

0-u_,—2u +u.,=f,0<n< N}
U —aUy =@, Uy = fuy, =¥

bu yerda « va g — ma’lum sonlar; m=1r=1s=1k,=1. Tenglamalar ildizlari

quyidagicha:
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0—2u+u*=0 va 0-v*—2v+1=0

lldizlar:
=0, 1,=2, v,=1/12 (v,=)
Ularning orasida moduli bo‘yicha teng birliklar yo‘q, va 1° shart bajarilgan.

2° shart ham bajarilgan, chunki chap va o‘ng chegaralardagi skalyar cheklovlar

soni r =s=1 va bu moduli birlikdan kichik va ildizlari soniga teng.
Aniglaymiz, gaysi « giymatlarida masala:

0-u,_,—2u, +U,, :O,nzl}

au, —U, =

to‘g‘ri yechimga ega bo‘ladi.

Cheklanmagan trivial bo‘lmagan yechimlar mavjud emas. Masalaning

umumiy yechim ko‘rinishi quyidagicha:

Ou,,-2u,+u.,=0, n>0

U,=Cyuy +Cou;, Nn=0 g =1

¢, =0 cheklov shartidan foydalanib quyidagini topamiz:

U oy = c,agarn=0
~% 70,agarmn >0

au,—u, =0 sharti asosida ko‘ramizki, a=0 bo‘lganida trivial bo‘lmagan

yechimlar yo‘q, lekin « =0 bo‘lganida ular mavjud.
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Aniglaymiz, qaysi g giymatlarida quyidagi masala:

0-u,,—2u,+U,,=0n< N}
Uy —puy, =0

cheklanmagan trivial bo‘lmagan yechimlarga ega emas.
Masalaning umumiy yechimi:

0-u,,-2u,+u,,=0n<N
u,=cy " =c,(/2)" =c2"
Bu n— - sharoitida cheklanadi. Chegara shartidan u, - Bu,_, =0 quyidagini

ko‘ramiz:
c,2" - pe 2"t =c 2" (2-B)=0
Trivial bo‘lmagan yechim, ya’ni, ¢, =0 fagat =2 bo‘lganida mavjud.

Shunday qilib, ko‘rib chiqgilayotgan chegaraviy masala =0 va g=0 har
ganday giymatlarida yaxshi qo‘yilgan bo‘ladi. Agar «=0 yoki p=2, masala yaxshi

qo‘yilgan emas.
MASALA
Farglama chekka masalani quyidagicha yozamiz:

au,_,+bu +cu ,=f,0<n< N}

u—au =@,uy —puy =y
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Bu masala yaxshi shartlangan deyiladi, agar har bir N uchun yagona yechim

mavjud bo‘lsa. Yechim u, quyidagi shartni ganoatlantirsa: Ju,|< M max(|(p|,|y/|,max| fm|j

bu yerda M ning giymati N ga bog‘liq emas.

Masala

Agar xarakteristik tenglamaning ikkala ildizi g, va gq,: a-+bg-+cq*=0 moduli
bo‘yicha 1 dan kichik yoki katta bo‘lsa, u holda farqlama chekka masala yaxshi
shartlangan bo‘la olmaydi. Isbotlang.

Ushbu masala farglama chekka shartli masalaning yaxshi shartlanganligini (good
conditioning) tahlil qiladi va uning xususiyatlarini o‘rganadi. Keling, masalani
bosgichma-bosgich ishlab chigaylik va tushuntirib beraylik.

Masala yechimi

Farqlama chekka masala quyidagi ko‘rinishda berilgan:

au, ,+b+cu ,="f,0<n<N
U, —au, =,uy —Buy_, =y }
a, p.o.y

u, = Ag, + Ba,

oy >1
Bu yerda:
u, — noma’lum funksiyaning qiymatlari,
a, b, ¢ — koeffitsiyentlar,
f,— o‘ng tomon funksiyasi,

a, B,¢,w — chekka shartlarning parametrlari.

—
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Isbot

A) Masalaning bargarorligi va yaxshi shartlanganligi

Chekka masalalar yaxshi shartlangan bo‘lishi uchun quyidagi ikkita shart

bajarilishi kerak:

Barqarorlik: Yechim kichik o°zgarishlarga nisbatan sezgir bo‘lmasligi kerak.

Yagonalik: Har ganday N uchun yagona yechim bo‘lishi kerak.

Tizimni yechishda quyidagi umumiy yechim ko‘rinishidan foydalaniladi:

u, = Ag;' + Ba;

Chekka shartlar asosida A va B giymatlari aniglanadi.

B) Xarakteristik ildizlarning ta’siri

Agar |q,| <1 va |g,| <1, yoki aksincha |g,| >1 va |g,| >1 bo‘lsa, yechim eksponentsial

ravishda o‘sadi yoki kamayadi. Bu esa yechimning bargaror emasligiga olib keladi va
kichik o‘zgarishlar katta ta’sir ko rsatishi mumkin. Natijada, masala yaxshi shartlangan
bo‘la olmaydi.

Shu sababli, chekka masala yaxshi shartlangan bo‘lishi uchun hech bo‘lmaganda
bitta ildizning moduli 1 ga yaqin bo‘lishi yoki ildizlardan biri 1 dan katta, ikkinchisi
esa 1 dan kichik bo‘lishi kerak.

Xulosa. Agar |g,|<1 va |g,| <1 YoKi |g,|>1 va |g,| >1 bo‘lsa, u holda chekka masala

yaxshi shartlangan emas, chunki yechim juda katta yoki juda kichik giymatlarga ega
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bo‘lishi mumkin. Masala yaxshi shartlangan bo‘lishi uchun kamida bitta ildiz |g|~1

bo‘lishi kerak. Bu natija differensial tenglamalarning ragamli yechimlarida bargarorlik
va shartlanganlik muammosi muhimligini ko‘rsatadi.

XULOSA. Ushbu maqgolada ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun
chegaraviy masalalarning yaxshi sharoitli (barqaror) bo‘lish shartlari tahlil qilindi.
Tadqgiqot natijalariga ko‘ra, bunday masalalar yagona va barqaror yechimga ega
bo‘lishi uchun ma’lum shartlarning bajarilishi zarur ekanligi ko‘rsatildi.

Shuningdek, yechimlarni topish uchun qo‘llaniladigan ayirma sxemalar va
ularning konvergensiya xususiyatlari muhokama qilindi. Olingan nazariy natijalar
misollar yordamida tasdiglandi va ulardan amaliy hisoblash ishlarida foydalanish
mumkinligi ko‘rsatildi.

Tadgiqot natijalari matematik fizika, muhandislik va hisoblash matematikasi
sohalarida qo‘llanilishi mumkin bo‘lib, differensial tenglamalar asosida turli tabiiy va
texnik jarayonlarni modellashtirishda muhim ahamiyatga ega. Kelgusida bu
masalalarni yanada chuqurroq o‘rganish va samarali hisoblash algoritmlarini ishlab
chigish magsadga muvofiqgdir.

Quyida ikkinchi tartibli differensial tenglamalar va chegaraviy masalalar bo‘yicha
o‘zbekcha va ruscha adabiyotlar ro‘yxati keltirilgan. Ushbu adabiyotlar mavzu
bo‘yicha asosiy nazariyani va hisoblash usullarini 0z ichiga oladi.
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