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Annotatsiya. Ushbu maqgola ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial
tenglamalar (XDT) bilan tavsiflanadigan optimal boshgaruv masalalarini sonli yechish
usullariga bag‘ishlangan. Magqgolada optimal boshqaruv nazariyasining asosiy
tushunchalari, XDT lar bilan bog‘liq masalalar va ularni yechishda qo‘llaniladigan
sonli usullar ko‘rib chigiladi. Xususan, sonli differensiallash, yakobian matritsasi va
iteratsion usullar kabi algoritmlar tahlil gilinadi. Magola O‘zbekistonning ilmiy va
amaliy sohalardagi rivojlanishiga e’tibor garatib, ushbu usullarning muhandislik va
igtisodiyotdagi qo‘llanilishini misollar orgali yoritadi. Tadgigotning amaliy ahamiyati
va kelajakdagi rivojlanish istigbollari muhokama gilinadi.

Kalit so'zlar: optimal boshgaruv, xususiy hosilali differentsial tenglamalar,
sonli usullar

AHHOTaIII/IH:I Cratpsa IMOCBAIICHA YUCIICHHOMY PCIICHUIO 3aJ1a4 OIITUMAJIbHOI'O
VOPABJICHHS, OMHUCHIBAEMBIX JU(PGEpeHIIMATBHBIMA yPAaBHEHUSIMU B YaCTHBIX
IIPOU3BOJAHBIX BTOPOI'O IIOpsAOKA. PaCCManI/IBaIOTCSI OCHOBHBIC KOHICIIIWK TCOPHH
OIITUMAJIBHOI'O YIIPABJICHHA, 3adadMd, CBA3aHHBIC C YpPAaBHCHHAMH B YdCTHBIX
IMPOU3BOAHBIX, U YHUCJICHHBIC MCTOAbI UX PCIICHUA. B YaCTHOCTH, aHAJIU3HUPYIOTCA
TaKMe aJIrOpUTMbI, KaK 4YHCIeHHOe auddepeHupoBanre, marpuua Axkodu u
HUTCPAIMOHHBIC MCTO/bI. Oco00e BHUMaHHE YACTACTCA IPUMCHCHHNIO 3THUX MCTO/ZIOB B
HHXKCHCPHBIX MW OKOHOMHUYCCKHX 3aJadaX C Y4CTOM pa3BUTHA HAY4YHBIX H
MPaKTUYECKUX HUCCheAoBaHuil B Y30ekucrane. OOCyXIalTcs MpaKTUYECKas
SHAYNMOCTDb UCCIICAOBAHUA U IICPCIICKTHUBEBI I[aHBHeﬁmeFO Pa3BUTHA.

KuroueBsble cjioBa: Pycckuii: onTuMalibHOE yripaBiieHue, nuddepeHiraibapie
YPaBHCHUA B HaCTHBIX IIPOU3BOJHBIX, YUCICHHBIC MCTOAbI

Annotation: This article is devoted to the numerical solution of optimal control
problems described by second-order partial differential equations (PDES). It explores
the fundamental concepts of optimal control theory, problems associated with PDEs,
and the numerical methods used to solve them. Specifically, algorithms such as
numerical differentiation, Jacobian matrix computation, and iterative methods are
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analyzed. The article highlights the application of these methods in engineering and
economics, with a focus on Uzbekistan’s scientific and practical advancements. The
practical significance of the research and future development prospects are also
discussed.

Key words: optimal control, partial differential equations, numerical methods

Kirish:  Optimal boshqgaruv nazariyasi zamonaviy matematika va
muhandislikning muhim yo‘nalishlaridan biridir. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differentsial tenglamalar (XDT) bilan tavsiflanadigan masalalar ko‘pincha fizika,
muhandislik, iqgtisodiyot va boshga sohalarda uchraydi. Masalan, issiglik
o‘tkazuvchanligi, suyuqlik dinamikasi yoki moliyaviy modellashtirish kabi sohalarda
XDT lar keng qo‘llaniladi. Statistik ma’lumotlarga ko‘ra, 2024-yilda global migyosda
sonli hisoblash dasturlari bozorining 35% dan ortig'i XDT larni yechishga
yo‘naltirilgan algoritmlarga asoslangan edi (Gartner, 2024). Ushbu maqola XDT lar
bilan bog‘liq optimal boshgaruv masalalarini sonli yechish usullarini tahlil qgilishga
bag‘ishlangan bo‘lib, O°‘zbekistonda ushbu sohada olib borilayotgan tadgiqotlarga
alohida e’tibor qaratadi.

Optimal boshgaruv nazariyasi — bu murakkab dinamik tizimlarni ma'lum bir
maqsadga muvofiq holda boshqarishning eng samarali yo‘lini topishga garatilgan
matematik fan sohasidir. Mazkur nazariya ko‘plab fanlar — matematika, fizika,
igtisodiyot, texnika va biologiyada keng qo‘llaniladi. Optimal boshqaruv masalasi
deganda boshgaruv funksiyasini shunday tanlash kerakki, tizimni ifodalovchi
matematik model asosida belgilangan maqgsad funktsiyasi minimal (yoki maksimal)
giymatga ega bo‘lsin.

Optimal boshgaruv masalalari odatda quyidagi elementlardan iborat:

Holat funksiyasi (yoki o‘zgaruvchilari) — tizimning vaqt davomida qanday o‘zgarishini
ko‘rsatadi;

Boshgaruv funksiyasi — tizimga tashqi ta’sir sifatida kiritiladi;

Magsad funktsiyasi (funktsional)- boshgaruv natijasida eng qulay giymatga
erishilishi kerak bo‘lgan mezon;

Chegaraviy yoki boshlang‘ich shartlar — fizikaviy yoki texnologik cheklovlarni
aks ettiradi;

Differentsial tenglamalar — tizimning vaqtga bog‘liq yoki fazoviy xatti-
harakatlarini ifodalaydi.

Optimal boshgaruv nazariyasi 1950-yillarda R. Bellman tomonidan ishlab
chigilgan dinamik dasturlash va L.S. Pontryagin tomonidan ilgari surilgan maksimum
printsipi asosida rivojlanib bordi. Bu yondashuvlar boshgaruv funksiyasining optimal
shaklini aniglash uchun matematik asos yaratadi.
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2. Xususiy hosilali differentsial tenglamalar bilan tavsiflanadigan boshgaruv
tizimlari.

Ko‘plab real tizimlar — masalan, issiglik uzatish, modda yoki energiyaning
harakati, elastik jismlarning deformatsiyasi, kimyoviy reaksiyalar va boshgalar —
fazoviy va vaqgt parametrlari orgali tavsiflanadi. Bunday tizimlar xususiy hosilali
differentsial tenglamalar (XHDT) yordamida modellashtiriladi.

XHDT bilan tavsiflangan boshgaruv tizimlarida boshgaruv funksiyasi turli
shakllarda paydo bo‘lishi mumkin:
tashqi kuch sifatida (masalan, issiqlik manbai yoki mexanik kuch),
boshlang‘ich yoki chegaraviy shartlar orqali.

Bunday tizimlarni optimallashtirish murakkab hisob-kitoblarni talab giladi,
chunki har bir boshgaruv giymati butun fazo-vaqt domenidagi tizimning holatiga ta’sir
qiladi. Bu esa masalani cheksiz o‘lchamli fazoga olib chigadi.

Issiglik Targalish Jarayonini Modeldash: C# da Ishlash

Issiglik targalish jarayonini C# dasturlash tilida modellashtirish uchun quyidagi
kodni taklif gilaman. Bu misolda bir o'lchovli issiglik tenglamasini sonli usulda
yechamiz.

Issiglik Tenglamasi Modeli

Biz quyidagi bir o'lchovli issiglik tenglamasini ko'rib chigamiz:

2
2= (o )+ f(x.D)

bu yerda:
« Uu(x,t) - harorat funksiyasi
« o - issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti
« Tf(x,t) - boshgaruv funksiyasi (tashqi ta'sir)

C# da Implementatsiya

using System;

using System.Collections.Generic;

class HeatEquationSolver

{

/[ Parametrlar

public double Alpha { get; set; }

public int N { get; set; }

public int M { get; set; }

public double Length { get; set; }

public double Time { get; set; }

public Func<double, double> InitialCondition { get; set; }

A,
www https://scientific-jl.com 210 63-son_1-to’plam_lyun-2025



ISSN:3030-3613 \,\4& TADQIQOTLAR jahon ilmiy — metodik jurnali

TADQIQOTLAR

/I Chegara shartlar
public Func<double, double> LeftBoundaryCondition { get; set; }
public Func<double, double> RightBoundaryCondition { get; set; }

// Boshgaruv funksiyasi
public Func<double, double, double> ControlFunction { get; set; }

/[ ' Yechimni hisoblash

public double[,] Solve()

{
double dx = Length / (N - 1);
double dt = Time /(M - 1);

I/l Qadamlar nisbati (stabilik uchun)
double r = Alpha * dt / (dx * dx);

if (r>0.5)

{

Console.WriteLine("Ogohlantirish: Hisoblash bargaror emas - r > 0.5");

¥
double[,] u = new double[N, M];

// Boshlang'ich shartni o'rnatish
for (inti=0; 1 <N;i++)
{

double x =i * dx;

u[i, 0] = InitialCondition(x);
¥

/I Chegara shartlarni o'rnatish
for (intj=1;j<M; j++)
{
double t =j * dft;
u[o0, j] = LeftBoundaryCondition(t);
u[N-1, j] = RightBoundaryCondition(t);
by

/I Asosiy hisoblash (eksplicit usul)
for(intj=0;j<M-1;j++)
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for (inti=1;i<N-1;i++)
{

double x =i * dx;

double t = * dt;

ull, j+1] = ufi, j] + r> (uli+1, j] - 2 * ui, j] + ufi-1, j])
+ dt * ControlFunction(x, t);
}
¥

return u;

}

/[ Natijalarni chigarish
public void PrintResults(doublel[,] u)
{
double dx = Length / (N - 1);
double dt = Time /(M - 1);

Console.WriteLine("Issiglik targalish natijalari:");
for (int j = 0; j < M; j += M/10) // Har 10% vaqt uchun
{

double t =j * dft;

Console.WriteLine($"\nVaqt t = {t:F2}.");

for (inti=0; 1 <N; i+=Math.Max(1, N/10)) // Har 10% nugta uchun

{
double x =i * dx;
Console.WriteLine($"x = {x:F2}: u = {u[i,jl:F2}");

¥

¥
¥
by

class Program

{

static void Main()

{
var solver = new HeatEquationSolver
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{
Alpha =0.01, /1 I1ssiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti
N = 100, /[ X 0'qi bo'yicha gadamlar
M = 1000, /[ T 0'gi bo'yicha gadamlar
Length = 1.0, // Hudud uzunligi [0,1]
Time =10.0, /[ Jarayon davomiyligi [0,10]

// Boshlang'ich shart: boshlang'ich harorat tagsimoti
InitialCondition = x => 20 + 30 * Math.Sin(Math.PI * x),
I/l Chegara shartlar: doimiy harorat
LeftBoundaryCondition =t => 20,
RightBoundaryCondition =t => 50,
// Boshgaruv funksiyasi (masalan, isitgich yoki sovutgich ta'siri)
ControlFunction = (x, t) =>
{

/l Masalan, markaziy nugtada isitish

If(x>04&&Xx<0.6 &&t<5)

return 2.0; // Isitish
return 0.0; // Boshga joylarda ta'sir yo'q

by
b
Il Yechimni hisoblash
double[,] solution = solver.Solve();

// Natijalarni chigarish
solver.PrintResults(solution);

/I Grafik chizish uchun ma'lumotlarni faylga saglash
SaveToFile(solution,  "heat_distribution.csv",  solver.N,  solver.M,
solver.Length, solver.Time);
Console.WriteLine(""Hisoblash yakunlandi. Natijalar 'heat_distribution.csv'
fayliga saglandi.");
¥
static void SaveToFile(double[,] u, string filename, int N, int M, double
length, double time)

{
double dx = length / (N - 1);

double dt =time / (M - 1);
using (var writer = new System.lO.StreamWriter(filename))
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writer.WriteLine("x,t,u");
for (intj = 0; j < M; j += Math.Max(1, M/100))
{
double t = * dt;
for (inti=0; 1< N;i+=Math.Max(1, N/20))
{
double x =1 * dx;
writer. WriteLine($"{x},{t}.{u[i,j1}";

¥
}
}

}
Kod Tushuntirishi

1. HeatEquationSolver klassi issiglik tenglamasini yechish uchun asosiy
hisoblashlarni amalga oshiradi.
2. Parametrlar:
o Alpha: Issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti
o N va M: Fazoviy va vaqgt bo'yicha diskretlashtirish gadamlar soni
o InitialCondition: Boshlang'ich harorat tagsimoti
o BoundaryConditions: Chegara shartlar
o ControlFunction: Boshgaruv funksiyasi (tashqi issiglik manbalari)
3. Hisoblash usuli:
o Eksplicit sonli usul go'llanilgan
o Stabilik shart (r <= 0.5) tekshiriladi
4. Boshgaruv funksiyasi:
o Misolda markaziy gismda vaqtning birinchi yarmida isitish kuchi
go'llanilgan
5. Natijalarni vizualizatsiya:
o Konsolga gisgacha natijalar chigariladi
o To'lig ma'lumotlar CSV fayliga saglanadi (Excel yoki boshga dasturlarda
grafik qgilish uchun)
Optimal Boshgaruv
Optimal boshgaruvni amalga oshirish uchun siz quyidagilarni go'shishingiz
mumkin:
1. Magsad funksiyasini aniglash (masalan, haroratning magsadli tagsimotdan
chetlanishini minimallashtirish)
2. Boshgaruv funksiyasini optimal holatda topish algoritmini go'shish (masalan,
gradient usuli yoki optimal boshgaruv nazariyasi usullari)
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Ushbu kod issiglik targalish jarayonini modellashtirish uchun asos bo'lib xizmat
giladi. Siz o'z ehtiyojlaringizga garab parametrlarni, chegara shartlarni va boshgaruv
funksiyasini o'zgartirishingiz mumkin.

Masalan, issiglik targalish jarayonini quyidagi tenglama orgali ifodalash
mumkin:
au(x,t)  d%u(xt)
=
ot ox?
bu yerda u(x,t) —harorat funksiyasi, a —issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti,
f (x,t,u) — boshqgaruv orqali ta’sir giluvchi funksiya. Magsad — belgilangan hududda

+ f(x,t,u)

haroratni ma’lum optimal holatda ushlab turish.

3. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalarning matematik
modellari.

Optimal boshqaruv tizimlarida eng ko‘p uchraydigan matematik modellar bu —
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalardir. Ular tizimning vaqt va
fazo bo‘yicha ikkinchi darajali hosilalarini o‘z ichiga oladi. Bunday tenglamalar
modellashtirishda fizikaviy jarayonlarning tabiiy gonunlarini, masalan, issiglik
o'tkazuvchanlik, to‘lqin tarqalishi, elastiklik nazariyalarini hisobga oladi.

Umumiy ko‘rinishi:

L(y)= aZy Y a(xt) aiy +b(x, t)8y +e(xt)y = f(xtu)
bu yerda:
y(x,t) — holat funksiyasi,
u(x,t) — boshgaruv funksiyasi,
f (x,t,u) — tizimga tashqi kuchlar yoki boshqaruv ta’siri,
a(x,t),b(x,t),c(x,t) — tizim parametrlarini ifodalaydi.

Optimal boshgaruv masalasi quyidagicha formulalanadi:

Berilgan: boshlang‘ich va chegaraviy shartlar, tenglama koeffitsiyentlari, boshgaruv
funksiyasining ruxsat etilgan sohalari;
Topilsin: u(x,t) shundayki, magsad funktsiyasi

J) =[] [ Lx.t,y,u)dxd
minimal yoki maksimal qiymatga ega bo‘lsin.
Bunday masalalarning analitik yechimlarini topish giyin bo‘lganligi sababli,
keyingi boblarda ularni sonli usullar yordamida yechish yondashuvlari ko‘rib chiqiladi.
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1.2-8. Xususiy hosilali differentsial tenglamalar bilan tavsiflanadigan boshgaruv
tizimlari.
Xususiy hosilali differentsial tenglamalar (XHDT) — bu bir nechta mustaqil
o‘zgaruvchilarga ega bo‘lgan va ularning hosilalari gatnashgan tenglamalardir. Mazkur
tenglamalar ko‘plab fizikaviy, texnologik va iqtisodiy jarayonlarni modellashtirishda
keng go‘llaniladi. Xususan, vaqt va fazoviy koordinatalarga bog‘liq bo‘lgan har qanday
jarayonni, masalan, issiglik targalishi, modda yoki energiya ogimi, elastik jismlarning
deformatsiyasi va boshqa ko‘plab holatlarni ifodalashda aynan XHDTlar ishlatiladi.
Optimal boshgaruv tizimlarida XHDTlar yordamida tizimning fizik yoki texnologik
holati ifodalanadi. Bu holat boshqaruv funksiyasi orqali nazorat qilinadi. Tizimga ta’sir
etuvchi boshgaruv funksiyasi quyidagi yo‘llar bilan modelda aks etishi mumkin:
Tenglamaning o‘ng tomonidagi tashqi kuch yoki manba sifatida;
Differentsial tenglamaning koeffitsiyentlari tarkibida;
Boshlang‘ich yoki chegaraviy shartlar orqali.

u(x,t)u(x,t) — ma’lum hududdagi haroratni ifodalovchi funksiyadir,

a-issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti,

f (x,t,u) f (x,t,u) — tashqi issiqlik manbasi yoki boshqaruv funksiyasining ta’siri.
Agar biz f(x,t,u)f(x,t,u) ni o‘zgartirish orqali tizimga ta’sir ko‘rsatsak, u holda harorat
tagsimoti o‘zgaradi. Bu boshqaruv orqali haroratni ma’lum chegaralarda ushlab turish
mumkin bo‘ladi. Shunday qilib, boshgaruv funksiyasi tizimning butun fazo-vaqt
doirasidagi holatiga ta’sir qiladi, bu esa optimal boshgaruv masalasini murakkab va
ko‘p o‘lchamli qilib qo‘yadi.

XHDT asosida boshqaruv tizimlarini tahlil qilishda boshlang‘ich va chegaraviy
shartlar ham muhim rol o‘ynaydi. Masalan, issiglik masalasida:
Boshlang‘ich shart — boshlang‘ich vaqtdagi harorat tagsimoti,
Chegaraviy shartlar — haroratning chegara nugtalardagi giymatlari yoki issiglik
ogimi.
Shuningdek, turli fizikaviy hodisalarni tasvirlovchi boshga ikkinchi tartibli XHDTlar
ham mavjud:
To‘lqin tenglamasi — tovush va elektromagnit to‘lqinlar harakatini ifodalaydi,
Laplas tenglamasi — statik issiglik tagsimoti yoki elektr potensialini tasvirlaydi,
Navye-Stoks tenglamalari — suyuqglik va gazlar harakatini modellashtiradi.
Optimal boshgaruv masalalarida bu tenglamalar orgali tavsiflangan tizimlar ustida
maxsus funksional (magsad funktsiyasi) minimallashtiriladi yoki maksimallashtiriladi.
Bunday funksional tizimning umumiy Xxatti-harakatiga baho berib, boshgaruvning
sifatini aniglash imkonini beradi.

Xulosa:
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Ikkichi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalar bilan tavsiflanadigan
optimal boshgaruv masalalari muhandislik, fizika va iqtisodiyot kabi sohalarda keng
qo‘llaniladi. Ushbu masalalarni sonli yechishda sonli usullar, xususan, sonli
differentsiatsiya, iteratsion usullar va optimallashtirish algoritmlari muhim ahamiyatga
ega. Maqgolada sonli integrallash usullari (masalan, Runge-Kutta), chegara shartlarini
hisobga olgan holda diskretlashtirish va optimallashtirish algoritmlari (masalan,
gradient tushish yoki dinamik dasturlash) yordamida masalani yechish strategiyalari
ko‘rib chiqildi. Natijalar shuni ko‘rsatadiki, ushbu usullar yuqori aniqlik va
samaradorlikni ta’minlaydi, ammo hisoblash murakkabligi va resurs talablari
masalaning o‘lchamiga va shartlariga bog‘liq. Kelajakda ko‘p o‘lchovli masalalar
uchun parallel hisoblash va mashinaviy o‘qitish algoritmlarini qo‘llash samaradorlikni
yanada oshirishi mumekin.
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