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Annotatsiya: Ushbu maqgolada yuklangan hadli nochizigli differensial
tenglamalarni davriy funksiyalar sinfida integrallash masalasi o'rganiladi. Tadgigot
obyekti sifatida Korteveg-de Friz, nochizigli Shredinger va Kaup tenglamalari
tanlangan. Tahlil davomida Floke yechimlari, Lyapunov funksiyasi, Dubrovin-
Trubovits sistemasi, izlar formulalari hamda teskari spektral masala metodlari
go'llanilgan. Olingan natijalar orgali ushbu tenglamalarning davriy yechimlari
aniglangan bo‘lib, bu yondashuvlarning boshqa yuqori tartibli tenglamalarga nisbatan
qo‘llanilishi taklif etiladi.

Kalit so‘zlar: Yuklangan hadli tenglama, davriy funksiyalar, Korteveg-de Friz
tenglamasi, nochizigli Shredinger tenglamasi, Kaup sistemasining yechimlari, teskari
spektral masala, Lyapunov funksiyasi, Floke yechimlari, Dubrovin-Trubovits
sistemasi, izlar formulasi.

Kaupning yuklangan hadli sistemasini

{ P, =—6pp, —q, +7(t)- p|,, - P, O
O = Py — 40P, —2pa, +7(1) - |, - O
ushbu

PO D)y = Po(X), 40X, 1), = 0o (X) (2)
boshlang ich shartlar bilan birga x bo'yicha 7 davrli

p(x+7,t) = p(x,t), a(x+7z,t) =q(x1) 3)
hamda ushbu

p(x,t),q(x,t) eC3(t>0) N C/(t >0) N C(t >0) (4)

silliglik shartlarini ganoatlantiruvchi hagiqiy funksiyalar sinfida ko rib chigamiz. Bu
yerda y(t) berilgan hagigiy uzluksiz funksiya, p,(x),q,(x)eC*(R) berilgan hagigiy
z davrli funksiyalar bo’lib, qg,(x) >0.

Teorema 1. Agar p(x,t) va q(x,t) funksiyalar juftligi (1)-(4) masalaning
yechimi bo’lsa, u holda koeffitsiyentlari p(x+z,t) va q(x+z,t) bo’lgan Shturm-
Liuvill operatorlari kvadratik dastasining spektri z va t parametrlarga bog liq
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bo’Imaydi, & (z,t), ne Z \{0} spektral parametrlari esa quyidagi Dubrovin-Trubovits
sistemasini ganoatlantiradi:
0 0 :
e 21) 0, (1 DSINNE oy ) —80) %
xh, (&) x {2p(z,t) + 2¢, (z,t) — () pO.1)}, e Z \{0}. (5)

Bu yerda
(5 _AZk—l)(gn _ﬂ“ZK)
h =h, (..., 11 6110) = n_ﬂ’—l n_ﬂ*o 3 2 .
(&) =h, (.84, &) \/(5 )& )qu;['0 C —2)
Bunda o, (r,t)=+1, neZ \{0} ishoralar & (z,t) spektral parametr [A, ., 4,,] 0z

lakunasining chetiga kelganida garama-qarshi ishoraga o'zgaradi. Bundan tashqari
ushbu

& (@), =8 @), o, ,=0.(z), neZ\{0}
boshlang’ich shartlar ham bajariladi. Bu yerda &0(z), o7 (z), ne Z \{0} lar p,(x +7)
va q,(x + 7) koeffitsientlarga mos keluvchi spektral parametrlardir.
Isbot. Ushbu
— Y +q(X+7,0)y + 24 p(x+ 7,t)y — A’y =0 (6)
Shturm-Liuvill tenglamalarining kvadratik dastasi uchun qo’yilgan
y(0)=0, y(7)=0
Dirixle masalasining & =& (7,t), neZ\{0} xos giymatlariga mos keluvchi
normallangan xos funksiyalarni y_ (x,z,t), neZ \{0} orgali belgilaymiz.
Ushbu
= (Yn:Ya) +(Q¥4 Vo) + 28, (Y, ¥V,) = &5 =0
ayniyatni t bo yicha differensiallab, quyidagi tenglikka ega bo lamiz
= (Y ¥a) = (Yn: ¥a) + (G Yo + QY0 Vo) + (@Y, Vo) +
+ 28, (BYns Vo) + 2, (P + PYr Vo) + 28, (B, V) — 26,6, =0 (7)
Bu yerda L, (0, ) fazoning skalyar ko paytmasi ishlatildi.
Oxirgi tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz
(= Vo + ¥, +2&, PYy, Vo )+ (= Vi + Y, +24, Py, ¥, ) +
(0 Yo + 20 P Yo Yo )+ 28, (B Vo) = 26,8, =0,
28,18, = (BYr Ya)1= (0 Yo + 28, P Y Yo ),

Zgn(gn - T pyr?dxj T(qt + 2§n pt)yr?dx (8)
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p,(X+7,t)=—6p(X+7,t)p, (X+7,t)—q,(X+7,t)+ ) pO,t)p,(X+7,t),
g, (x+7,t)=p, (X+7,t) —4q9(X+ 7,t) p, (X + 7,t) —

-2p(x+7,t)q, (X +7,t) + y(t) p(0,t)q, (X + 7,t)
ayniyatlardan foydalanib, (8) tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz

25’{; - J pyﬁdX] = T{ Pu — 40P, —2pq, + 7 (1) p(0,t)q, +

+2&,[-6pp, —q, + 7(t) p(0,1) p, I}y dx. (9)
Integral ostidagi funksiyaning boshlang’ichini y_ va y' ga nishatan kvadratik forma
ko rinishida izlaymiz, ya’ni
{ay; +by,y, +cy, Y =
={Py — 40P, — 2P0, +7(t) P(0,1)q, +2&,[-6pp, —q, + 7(t) p(0,t) p, I}y;. (10)
Bu yerda a=a(x,z,t,&), b=b(x,7,t,£), c=c(x,7,t,&) lar y. va y' ga bog’lig
emas. (10) tenglik chap tomonidagi hosilalarni hisoblab, ushbu
Yo =[a+2pg, - &1y,
ayniyatlardan foydalansak, quyidagi tenglik hosil bo"ladi
(@' +bg+2bpg, —b&T)yy +(2a+b'+2cq +4pcg, —2¢87)Y, Y, +(b+C)y;’ =
:{pxxx g 4qpx -2 pqx + }/(t) p(olt)qx Y5 2§n [_6 ppx - qx ", 7(t) p(O,t) px]}yr21
(11)
Bunga ko'ra

b=-c, a:%c”+c-(§nz—2p<§n—q),
pxxx _4qpx » 2pqx a5 }/(t) p(oit)qx + 2§n[_6 ppx _qx b 7/(t) p(O,t) px] =
1 " ' ' '
63 +2¢'- (& —2pé, —q)—c-(2p's, + ). (12)

Oxirgi tenglikning chap tomoni &, ning chizigli funksiyasi bo"lgani uchun o"ng tomoni
ham &, ning chizigli funksiyasi bo"lishi kerak. c(x,z,t,&,) ni &, ganishbatan 1-darajali
ko phad ko rinishida izlaymiz:
c(x,7,t,&,)=c,(x,7,t)&, + ¢, (X,7,t). (13)

(13) ifodani (12) tenglikka qo ysak va &. ning mos darajalari oldidagi koeffitsientlarni
taggoslasak, ushbu

c,(x,7,t)=2, c,(x7,t)=2p(X+7,t)—p(t)p(O0,1) (14)
tengliklarga ega bo lamiz.

(10) ayniyatga ko'ra
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V4

> f 1 " 2 ' '
25{& | pyﬁdX}{[Ec +C- (&) —2p&, — DY, —CY,Ys +cyn2} =
0

0

=c(7,7.1.&,)y2(m,7.) —c(0,7,1.£,) Y2 (0.7 1). (15)
Ushbu c(x,7,t,&.) funksiya x bo’yicha z davrli ekanini hisobga olsak, (15) tenglik
quyidagi ko rinishni oladi

Ze‘é{fn - T Py,fdxj =c(0,7,t,E)Iy; (7.7.t) -y, (0,7, 1)]. (16)

Bu yerda ushbu

c(x,7,t,&,) =28, +2p(x+7,1) — 7(t) p(0,1)
iIfodadan foydalansak, quyidagi

25{9% = I pyﬁdX} ={2&, +2p(z,t) - y @O pO O} Y, (7, 7,0) - y;*(0,7,1)] (17)
tenglik kelib chigadi.

2[4 - p(x+ 20182 (% A )k =5, 4,7, ) BT g g 2y B ETATY
5 oA oA
formuladan foydalansak, quyidagi tenglikni olamiz:
2&,a) =2 p(x+7,t)s* (x,&, 7, t)dx = §'(7, &, ,T,t)w . (18)
0
Bu yerda
al =[s*(x,,(t),7,t)dx.
0
Ushbu

Y. (78 = s(x,E (1), 7.1)
o

n

ifodani (17) formulaga goyib, (18) tenglikdan foydalanamiz:
zﬁn[fnaf -| psZ(x,ﬁn,r,t)dx] =
0

={2&, +2p(z,t) - () p(O,1)}-[s"* (%, &, 7. 1) — 1],

&5, r) D o 2p(et) - /O POOH 57 (7,70 -1,

. 08(m, &, t) - b _ 1
& Bt e 1 2p(e0) -1 0pO.0} (s(n,émr,t) e gm)j. (19)
Ushbu

c(x,4,7,1)s'(x,4,7,t) = c'(x,4,7,t)s(x,4,7,1) =1
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Vronskiy ayniyatida X=7 va A=Sh desak,

(&)=

s'(7,¢&,,7,1) (20)
kelib chigadi. Bu tenglikdan hamda ushbu
[c(z, A, 7,t) =S (z, A, 7, D)) = (A (1) —4) — 4c'(z, A, 7,0)s(7, A, 7, 1)
ayniyantdan foydalanib, quyidagini hosil gilamiz
(&t t) -t =0 () A(E) 4. 21)
s'(z,&,,7,1)
Bu yerda
AR =C(m A+ (A1) o (r,t):sign{sf(ﬂ,gn,f,t)_;}.
s'(x,&,,7,1)
Agar (21) ifodani (19) ga qo ysak, quyidagi tenglikni olamiz

On (T’t)‘\/ AZ (gn) -4 . (22)

E ={2& +2p(z,t) — () p(0,1)}- (7, £..7.0)
\ e

Ushbu

Az(/l)—4:—47l'2(/1—/1_1)(/1—/10) ﬁ[ (/1_/12k—1)(/1_/12k)’

2
0#k=—o0 k

s(z, AL, tt)=7x ﬁ ok el

0zk=—0 k

yoyilmalardan foydalanib, (22) ayniyatni quyidagi tarzda yozamiz:
§.n - 2(_1)” o, (T’t)Sign(n) : \/(gn - ﬂ’Zn—l)(ﬂ’Zn =S gn) X hn (é:) X
x{28, +2p(z,t) — () p(0, 1)} (23)
Bunda biz quyidagi tenglikdan ham foydalandik:

sign{—% 1 M} = (-1)"sign(n).

k=n,0 k

Demak, (5) tenglik kelib chiqdi.

Agar chegaraviy shartlarni davriy yoki antidavriy shartlar bilan almashtirsak,
(17) tenglamalar o’rnida A, =0, ne Z tenglamalar hosil bo’ladi. Demak, 4 , neZ
davriy va antidavriy masalaning xos giymatlari t parametrga bog lig emas ekan.
Teorema 1 isbotlandi.

Izox 1. Ushbu izlar formulasi

pey="2t by, S (%—;%k—@(mj (24)

0z#k=—0
yordamida (5) sistemani “yopiq” ko rinishda yozish mumkin.
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Natija 1. Yuqoridagi 1-teorema (1)-(4) masalani yechish usulini beradi:

1) Awvalo p,(x+7) va q,(x+7) koeffitsientli  Shturm-Liuvill
tenglamalarining kvadratik dastasi uchun A, neZ, &°(z), ol(r), neZ\{0}
spektral berilganlarini topamiz;

2) So'ngra, (5)+(6) Koshi masalasini =0 bo'lganida yechib, & (0,t),
ne Z \{0} spektral parametrlarni topamiz hamda (24) formula yordamida p(0,t) ni
aniglaymiz;

3) Shundan so'ng, (5)+(6) Koshi masalasini z parametrning ixtiyoriy
giymatida yechib, & (z,t), o,(z,t), ne Z \{0} spektral parametrlarni topamiz;

4) Bu yechimlarni (24) va quyidagi

Q(e.0) + 22 (e.1) = F) 2+(ﬂo) s ((ﬂw + (%)’ gkz(r,t)j

2
izlar formulasiga qo’yib, p(x,t) va q(x,t) funksiyalarni aniglaymiz.
Izox 2. Yuqoridagi usul yordamida tuzilgan p(z,t), q(z,t) funksiyalar (1)

sistemani ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Buning uchun Dubrovinning quyidagi
sistemasidan

0zk=—00

0 odih.
% = 2(-)"sign(n)a, (7,0, ()Y, = Aon1) Aoy — &) N€Z {0} (25)
va ushbu
-2, (.0 +4p°(.) + 30 00(.D) =
3 3 s 3 3
= (ﬂ‘—l) ;(/10) + Z [(AZK—l) ;(EZK) _és(z_’t)] (26)
0z#k=-00
izlar formulasidan ham foydalanamiz ([8]). (5) va (9) sistemalarga ko ra
S —f2p+25, - HOPOV}E, keZ\(D} @)
Agar (7) izlar formulasini t bo'yicha differensiallab, (1 1) ayniyatlarni e’tiborga olsak,

ushbu

0

p=- 3 Sp 3 Eia 3 s B mpon 3 % 29

0zk=—00 at 0#k=—00 82‘ 0zk=—00 0#k=—00
tenglik kelib chigadi. (7) va (8) izlar formulalaridan z bo’yicha hosila olamiz:

© 0
S Ze_p, 23 &k —app -q. 29)
0#k=—0 OT 0#k=—0
Bu ifodalarni (28) tenglikka go yib, ushbu
P =—6pp, —q, +7()p(0,1) p, (30)

ayniyatni olamiz.

A
www https://scientific-jl.com 216 60-son_1-to’plam_Aprel-2025



ISSN:3030-3613 L“J TADQIQOTLAR jahon ilmiy — metodik jurnali

rADquo-rL.nn

Endi (24) izlar formulasini t bo'yicha differensiallaymiz va (27) ayniyatlarni
ishlatamiz

qt:_4ppt_2 Z é:k gk:

0=k=
2 ® 0
——4pp, +4p Y & x % 4% & gk =2y p0.t) > & ‘fk-
0zk=—0 T 0#k=—o0 8 0#k=—o0
Bu tenglikka (29) ifodalarni qo ysak, hamda (26) izlar formulasidan foydalansak,
ushbu

0, =—4pp, +2p(=4pp, —a,) +(p,, —16p”p, —4p.q—4pq,) -
—7()p(0,1)(—4pp, —q,)
ayniyat kelib chigadi. Bu yerga (30) ifodani qo ysak, u quyidagi ko rinishni oladi
0, = P... —49p, —2pg, + 7(t) p(0,1)q, .
Demak, tuzilgan p(z,t), q(z,t) funksiyalar (1) sistemani ganoatlantirar ekan.

Natija 2. Agar boshlang'ich shartlardagi p,(x) va qg,(x) funksiyalar haqigiy

analitik funksiya bo"lsa, u holda unga mos keluvchi lakunalar uzunliklari eksponensial
ravishda nolga intiladi, bu lakunalar p(x,t) va q(x,t) funksiylaraga ham mos keladi.

Shuning uchun p(x,t) va q(x,t) yechimlar x o zgaruvchi bo'yicha hagigiy analitik
funksiya boladi ([12]).

Natija 3. Agar boshlang'ich shartlardagi p,(x) va q,(x) funksiyalar %

davrga ega bo’lsa, u holda unga mos keluvchi barcha tog nomerli lakunalar yo goladi,
bu lakunalar p(x,t) va q(x,t) koefitsiyentlarga ham mos keladi. Shuning uchun

p(x,t) va q(x,t) yechimlar x o'zgaruvchi boyicha % davrga ega bo’ladi ([13]).
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