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Annotatsiya: ushbu magolada to’lgin targalish tenglamasi uchun umumlashgan
Koshi masalasini yechish garalgan. Magolada boshlang’ich shartlar asosida Grin
funksiyasidan foydalanib umumiy shakldagi yechimlar topiladi va bir gancha misollar
orgali formulalarning amaliyotda go’llanilishi ko’rsatiladi.

Annotation: This article discusses the solution to the problem of expansion for
wave propagation analysis. Using the Green's function under the initial conditions,
solutions describing wave propagation are constructed, and through several examples,
the practical application of theoretical data and formulas is demonstrated.

Kalit so’zlar: umumlashgan koshi masalasi; Grin funksiyasi; kechikuvchi
potensial; oddiy va qo’sh gatlam potensiallari; Lebeg teoremasi.
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Kirish

Matematik fizika tenglamalaridan biri bo’lgan to’lgin targalish tenglamasi
ko’plab texnik jarayonlarni modellashtirishda muhim ahamiyatga ega. Xususan,
elastik muhitda to’lgin tarqgalishi, akustik va elektromagnit to’lginlarning harakati, suv
to’lginlarining harakati, geofizikada yer osti to’lginlarining harakati va boshqa
jarayonlarni tasvirlashda foydalaniladi. To’lgin targalish tenglamasi uchun
umumlashgan Koshi masalasini tadqiq qilish esa bu masalalarning boshlang’ich
shartlar asosida keyinchalik ganday o’zgarishini ko’rish imkonini beradi. Bu
masalalarni tadqiq qgilishda fransuz matematiklari Ogisten-Jean Fresnel, Jozef Fure va
bundan tashgari S. Sobolev, L. Shvarc, V. Vladimirov kabilarning ilmiy mehnatlari
katta ahamiyatga ega.

To’lgin targalish tenglamasi uchun quyidagi klassik Koshi masalasi berilgan
bo’lsin:
Wu =u, —a’Au = f (x,t), (1)
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Ulioio=Up(X),  Uplioyo=W(X). (2)

Bunda W, —Dalamber operatori, f eC(t>0), u,eC'(0"™) vau, eC(™).
Aytaylik, (1)-(2) Koshi masalasining klassik u(x,t) yechimi mavjud bo’lsin,
ya'ni ueC?(t>0)nC!(t>0) sinfga tegishli bo’lgan, t>0 giymatlarda (1)
tenglamani, t ->+0 da esa (2) boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi funksiya

aniglangan.
Endi u va f funksiyalarni t<0 yarimo’qda

u:{u’ t>0, f:{f, t>0,
0, t<0, 0, t<O
nol gilib davom ettiramiz. Keyin G(x,t) funksiyaning 0™"' da quyidagi to’lgin
targalishi tenglamasining yechimi ekanligini ko’rsatamiz:
W0 = f(x,1) + U () - 57(t) + Uy (x) - 5(1) (3)
Hagigatan ham, ¥V ¢(x,t) e D(0 ™*") uchun quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz:
(W0, ) = (0, W) = [t [ u W, pebe=

0 pMm

- i, ] o[ S2-aa0 ot - JL“:{T [
egm

eqgm

- | —a(pgt(’g)u(x,g)dx+ [ o(x.2) aug,g) dx}:

gm gm

_I If dxdt — Jaqo(xo)u(xo)dX+ j(p(xo)a“(x O)d _

opgm

= [ foddt- juo( )Mat D+ [ uy(x)p(x,0)dx =

qm+1 om am
:<f(x,t) + Uy (X) - S'(t) + u, (%) - 5(t), ga(t,x)>.

(3) tenglikda U(x,t) funksiyasi uchun boshlang’ich shartlar bo’lgan uy(x) va u,(x)

funksiyalari t =0 vagt momentida tez ta’sir giluvchi u,(x)-o'(t) +u,(x)-o(t) tashqi

ta’sir kuchiga aylanadi, ya’ni u,(x) boshlang’ich ta’sirga u,(x)-o'(t) qo’sh qatlam,

u,(x) gaesa u,(x)-o(t) oddiy gatlam mos keladi.

https://scientific-jl.com 46-son_1-to’plam_lyun -2025
89 plam_


https://scientific-jl.com/

e L o ISSN:3030-3621
Ta'lim innovatsiyasi va integratsiyasi

Shu bilan birga (1)-(2) klassik Koshi masalasining yechimlari t <0 giymatlarda

nolga aylanadigan yechimlarga ega bo’ladigan (3) umumlashgan Koshi masalasining
yechimlari orasida bo’ladi. U holda tashqgi ta’sir kuchini umumlashgan funksiya deb
hisoblab

F(x,t) = f (1) +Ug(x) - 8'(t) + u,(x) - 5(t)
belgilash kiritamiz.
1-ta’rif [1, 2, 3]. Quyidagi ko’rinishdagi bir jinsli bo’lmagan to’lgin
tenglamasini
Wu=u,-a’Au=F(x,t), FeD({"" (4)
ganoatlantiruvchi va t<O0 oraligda nolga aylanuvchi u(x,t)eD'(C™"")
umumlashgan funksiyani topish masalasiga umumlashgan Koshi masalasi deb ataladi.
(4) tenglama D’(1™*") fazosida quyidagi tenglikka teng kuchli, ya’ni
VoeD({ ™) uchun
(U, Wp)=(F, p). (5)
(4) tenglamadan F funksiyasi t <0 oraligda nolga aylanuvchi umumlashgan Koshi

masalasi yechimga ega bo’lishining zaruriy sharti bo’ladi. Keyingi tasdiglar ushbu
shartning yetarli ekanligini ham oydinlashtiradi.

Eslatma [1, 2, 3]. Biz (3) ni keltirib chigarishda, ueC?(t>0) nC*(t>0) sinfga
tegishli va t<0 oraligda nolga aylanuvchi, Dalamber operatorining ta’siri
WueC(t>0) sinfga tegishli bo’lgan ixtiyoriy u(x,t) funksiya uchun bajariluvchi
quyidagi tenglikni ko’rsatdik:

Wu = {Wu(x,t)} +u(x,0+) - &'(t) +u/(x,04) - 5(t). (6)
1-teorema [1, 2, 3]. F(x,t)eD’(J ™*") umumlashgan funksiyasi t<0 oraliqda
F(x,t) = 0, E,(x,t)—Dalamber operatorining Grin funksiyasi bo’lsin. U holda (4)

umumlashgan Koshi masalasining yechimi mavjud, yagona va quyidagi kechikuvchi
potensial ko’rinishida aniglanadi:

u=Eg, *F. (7)
Bu yechim D' fazosida F funksiyalarga bog’liq bo’Imaydi.
1-natija [1, 2, 3]. ueC?({t>0)nC'(t>0) sinfga tegishli va t<0 oraligda
nolga aylanuvchi Dalamber operatorining ta’siri esa W.ueC(t >0) sinfga tegishli
bo’lgan ixtiyoriy u(X,t) funksiyasi quyidagi ko’rinishda ifodalanadi:
u(x,t) =V (%) +VOx,t) + VO (x,1). (8)
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Bunda V,,(x,t) zichligi {W,u} ga teng bo’lgan kechikuvchi potensial, V.”(x,t) va
V& (x,t) lar esa zichliklari mos ravishda u;(x,+0) va u(x,+0) ga teng bo’lgan oddiy
va qo’sh gatlam potensiallari, ya’ni
Vi (1) =E, (1) * £ (1),
Vi (x,1) = By (%,1) % [u; (x) - S(1)] = B (x,1) Uy (X),

Vi (0) =By (0 *[Uo () 0] = 2 (B (X1 *0y(0)).

Bunda u(x,t) funksiyasi (6) tenglamani ganoatlantirgani uchun 1-teorema ga
ko’ra bu funksiya kechikuvchi potensiallar uchligining (8) ko’rinishdagi yig’indisi
sifatida aniglanadi.
1-misol. Ushbu berilganlar bo’yicha umumlashgan Koshi masalasini yechishni
qaraymiz:

f(x,t)=0(t)sint-6(x—xy), Uy(X)=0, u,(X)=x0"(x)
ya’ni
U, — U, =0(t)sint-5(x—x,),
{U |t:+0: 0, u, |t:+O: X0'(X).

Yechish. Bunda V©@(x,t), V®(x,t) oddiy va qo’sh gatlam potensiallari mos
ravishda quyidagicha aniglanadi:

VOt =B (xt) *[5'(t) -us(x)] =0,

(x6"(x) == 6(x))

VO =EXx)*[60)- x5 = ~EX)*[5)-5(x)]=

1
=-E(x)=- 0@t -|x]).

U holda bundan kechikuvchi potensial quyidagicha aniglanadi:

V (x,t) =E (x,t) *[6*(t)sint - 5(x — ><o)](3:0
X%l

3)

a
=L oat—1x=x,|) [ o) sinede=
2a )

= i(9(at—| X=X, 1) {1—cos(t —Mﬂ
2a a

Shunday qilib, nerilgan boshlang’ich shartlarda to’lgin targalishi tenglamasi
uchun umumlashgan Koshi masalasining yechimi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
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u(x,t) :Ziaﬁ(at—| X=X, |){1—cos(t —%H—Z—la@(at% X|).

2-misol [4]. Quyidagi Koshi masalasining yechimini toping:
u,=u_+e*, t>0, xell?
1.
Ul,_,o=SINX, U ,_,,=X+COSX.

Yechish. Bu misolda umumlashgan Koshi masalasi:
0, —0_ = 6(t)e" +5'1)-sinx+5@E)-(x+c0sx),  E(xt) =2—1a€(at—| X,
1)  E(xt)*[o(t)- (x+cosx)]=E(x,t) *(x+cosX) =
- [Bx-&.)- (¢ +cose)de = [ 0= x-§1)- (& + cos e -
o o

X+t

=Xt +Sintcosx;
E=x-t

_1x+t _1 5_2 -
= 2XL(§+cos§)d§— 5 ( 5 +sm§]

9B *SINX =
ot

2) E(x.t) *[5'(t) -sinX] =

10 . 1 .
=— —(0@t—|x]))*sinx==5o(t—|x|])*sinx =
28t((||)) 2(||)

_ %[e(t)é(t 1 X) +OO)S(t—X)]*sinx =

:%H(t)é(t + X) *sin x+%¢9(t)5(t —X)*sinXx =

=28 [sing-5e - (x+)de + [sing (e - (x-)dg )=

= @[sin(x +1) +sin(x —t)] = (t) sin xcost;
3) B[00 1= [ [0r)e - Elx—& t-r)dédr =
:%He(r)ef O(t—7—|x— £ dédr =

t—-7—|x-¢[20 = |[x=-¢|<t-7 =
= 0<r<t = —(t—-7)<&—x<t—-7 =
= X—(t—-7)<E<x+(t—7).

X+(t - 7)
dr _[ efde =

x—(t—1)

% (ex+(t—r)_ex—(t—r))dT:

O ey
N
o'—.r—f
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t

_1 X X+t X X=1|_ 5X € _e_t _ X
_5[_6 +eXtt_eX te ]—eL > —1j_—e(1—cht).

Demak, yakuniy javob quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
u(x,t) = xt +sin(x+t) —e*(1—cht).
3-msol [4]. t=0, xeU! o’zgaruvchilarida quyidagi tashgi ta’sir kuch
manbayiga ega bo’lgan to’lgin targalish tenglamasi uchun umumlashgan koshi
masalasini yeching:

s 5(x)0(t) B
(atz j u(t,x) = \/t_ a=1.

Yechish. Ushbu shartlardagi to’lgin targalish tenglamasining Grin funksiyasi

a(xt>——e(at—|x|)a 19(t—|x|> SUpPE, = {t 2| x|},

WE (x) =46(x1)
tashqi kuch funksiyasi va uning tashuvchisi esa

F(x,t):é(x)e(t), suppF ={t>0, x=0}.

Jt

Yugorida keltirilgan natijalar bo’yicha

., ox)e()
l'Itt uxx_ \/,E

Koshi masalasining yechimi quyidagi formula bilan aniglanadi:

u(x,t) =V (x,t) =E(x,t) * F(t,X) =%9(t —| x]) =

5(x)0(t)

Jt

Bunda

supp(E *F)c{t>0, x=0} U {t>|x|} ={t>|x]}.
Endi berilgan masalani yechish uchun to’lgin tarqalish operatorining Grin
funksiyasi va tashqi kuch funksiyasining umumlashgan o’ramasini ta’rif bo’yicha

hisoblaymiz, ya’ni Ve(t,x) e S(J %) asosiy va ixtiyoriy 1— kesim  7,(t,x) e D(J ?)
funksiyalari uchun

(E*F, p)= lim <F(t,><), m(%, %) (E(z.y) ot +z,x+ y))>=

. Tdt ([t 1
= lim_ Oﬁm(ﬁ’oj ﬂ Eq)(t+z', y)dzdy.

rz|y|
Keyin limitga o’tish amalini integral belgisi ostiga kiritish uchun chegaralangan
yaginlashuvchilik hagidagi Lebeg teoremasi shartlarini tekshirib ko’ramiz:

@ https://scientific-jl.com [ 93 ] 46-son_1-to’plam_lyun -2025


https://scientific-jl.com/

e L o ISSN:3030-3621
Ta'lim innovatsiyasi va integratsiyasi

Ushbu shartlarni keltirib chigarish uchun ¢(t, x) ning asosiy funksiya ekanligidan
foydalanamiz, ya’ni

IC>0: Vt>0, Vzel! > |o(t,x)|< .
| o(t, X) | ERGE

Bundan Vt >0, V7 >|y| uchun
< ¢ < ¢ .
L+ (t+7)°]° ~ @+t?)A+72)°
Shu bilan birga kesim funksiya uchun quyidagi tasdiglar o’rinli bo’ladi. Yetarli
darajada katta R va Vt>0, W¥xel! uchun

[p(t+7,%)]

va 1—kesim 7,(t,x) e D(0 ?) uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, ya’ni

IM>0: Vt>0, vxel! - |ntXx)|<M.
Bundan integral belgisi ostidagi funksiya absolyut integrallanuvchi bo’ladi, ya’ni
1 t M C t>0
‘W”{E’Oj(”“”’ 2 SJt‘(1+t2)'(1+r2)2EL“[rsz'

Demak, ushbu shartlarda chegaralangan yaginlashuvchilik hagidagi Lebeg
teoremasi shratlari o’rinli bo’lib, biz limitga o’tish amalini integral belgisi ostiga
kiritishimiz mumkin bo’ladi. Keyingi hisoblashlar R ga bog’liqg bo’Imagan o’rama
ifodasi bilan bog’lig bo’ladi, ya’ni

EeFa)= [ [ Toterypeny 27
0

r2|y|
3

:f% (I %(p(g,y)dédy: ] %cﬂ(é,wdédy
0

Ext+]y| &>yl

= [[ Je=Tylondedy=(Jt=Tx]a -1 xD, ot ).
s=zlyl
Shunday qilib

_|y|dt
I — =
0

“H

u(x,t):%e(t—| x|)*%:1/t—|x|9(t—|x|).

Xulosa
Ushbu maqolada to’lgin targalishi tenglamasi uchun Koshi masalasi uchun
umumlashgan yechimlarni topish masalasi garaldi. Maqolada beilgan nazariy
ma’lumotlar asosida bir gancha misollar ko’rib chiqildi va ular matematik fizika
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masalalarini umumlashgan funksiyalar nazariyasi yordamida yechishga asos bo’lib

xizmat giladi.
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